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The uniform-unsteady problem 

3.1. INTRODUZIONE 47

Figura 3.2: Posizionamento del materiale
granulare nella canaletta.

Figura 3.3: Raggiungimento di un tirante
uniforme.

Tutte le operazioni di preparazione dell’esperimento, dallo spostare il materiale nella canaletta all”’ap-

piattirlo”, sono state eseguite mantenendo la pendenza minima del fondo consentita dal telaio di prova, pari

a 20°, poichè generalmente ogni materiale utilizzato per simulare l’ammasso granulare presentava un an-

golo di riposo superiore a tale limite. Dopo aver predisposto il materiale all’interno della canaletta e dopo

averlo portato ad un tirante uniforme, il fondo è stato ulteriormente inclinato e portato alla pendenza scelta

per ognuna delle prove eseguite. I parametri fondamentali per l’esecuzione delle prove oggetto di studio in

questo elaborato sono tre:

• il materiale granulare utilizzato;

• la pendenza del fondo durante la prova;

• il tirante (di moto uniforme).

L’elenco appena esposto racchiude le principali condizioni iniziali e al contorno di ognuno degli esperimen-

ti: la scelta della tipologia di materiale prevede la conoscenza delle caratteristiche meccaniche del materiale

quali forma, densità e colore.

Per impedire la repentina e spontanea partenza dell’esperimento una volta inclinata la canaletta di un

angolo ↵ diverso per ogni esperimento, il materiale viene mantenuto immobile nella condizione iniziale

esercitandovi sopra una considerevole pressione utilizzando lo stesso strumento di livellatura, fig.3.4.
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3.4. GLI ESPERIMENTI 61

materiale di prova nella posizione iniziale, fig.3.20, è stata aumentata la pendenza del sistema portandola a

quella desiderata per il particolare esperimento in atto.

Figura 3.20: Meccanismo ligneo utilizzato per uniformare il tirante e mantenere immobili le particelle
prima dell’innesco della prova.

La parte dell’esperimento che, come si vedrà in seguito, si è rivelata quella maggiormente influente

sulla riuscita dell’esperimento stesso, è stata la rimozione della paratoia nell’ultima sezione di valle della

canaletta, visibile in fig.3.21. Per garantire lo sviluppo di un moto vario, vale a dire per garantire il gra-

duale aumento nel tempo dello spessore dello strato di particelle in movimento, la ’saracinesca’ in fondo

alla canaletta doveva essere abbassata in perfetta sincronia con l’aumentare del tirante durante la prova:

essendo la paratoia movimentata manualmente da un operatore ed essendo l’esperimento, per propria natu-

ra, particolarmente celere, esattamente il raggiungimento di tale sincronia tra abbassamento della paratoia e

instaurarsi del tirante si è rivelata la parte più delicata, e quindi complicata, dello svolgimento di ogni prova.

Figura 3.21: Vista frontale della sezione di valle con relativa paratoia.

L = 1.64 m    W = 5 cm 
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Geomorphic time for dry granular flow 
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Dataset with PVC cylinders 
3.4. GLI ESPERIMENTI 63

N. test Slope[� ] Depth [cm] Fps Shutter Resolution
1 45 5 250 1/4000 1024 x 512
2 45 5.6 250 1/4000 1024 x 512
3 45 6.8 250 1/4000 1024 x 512
4 45 6.4 250 1/4000 1024 x 512
5 45 6.5 250 1/4000 1024 x 512
6 41.9 5.2 1000 1/4000 1024 x 512
7 41.3 5 2000 1/4000 1024 x 512
8 41.4 5.2 1000 1/4000 1204 x 1024
9 41.4 5 1000 1/4000 1024 x 512
10 41.4 5.5 1000 1/4000 1024 x 512
11 41.4 6.5 1000 1/4000 1024 x 512
12 41.4 6.5 1000 1/4000 1024 x 512
13 41.4 6.5 1000 1/4000 1024 x 512
14 41.4 2.5 1000 1/4000 1024 x 512
15 41.4 2.9 2000 1/4000 1024 x 512
16 41.4 2.5 2000 1/4000 1024 x 512
17 38 2.5 2000 1/4000 1024 x 512
18 45 5 1000 1/4000 1024 x 512

Tabella 3.4: Dati delle prove eseguite con particelle in resina termoplastica di colore bianco e nero.

Figura 3.22: Esempio di condizione iniziale di un esperimento (prova n.50 con le zeoliti).

Si passa ora alla descrizione delle varie prove: sono stati identificati quattro gruppi di prove conforme-

mente con i materiali usati.

3.4.4 Prove con sedimenti in resine termoplastiche

I. Sedimenti bianchi e neri

Il primo materiale con il quale sono state eseguite le prove consiste, come affermato in precedenza in

cilindretti di resina polivinilcloruro di colore bianco e nero: sono state fatte ben 18 prove con tali particelle,

ma non di tutte è stato possibile eseguire un’analisi completa. In tab.3.4 sono riportate le caratteristiche

degli esperimenti svolti.
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N. test Slope[� ] Depth [cm] Fps Shutter Resolution
19 38 5 1000 1/4000 1024 x 512
20 38 5 1000 1/4000 1024 x 512
21 41.4 5 1000 1/4000 1024 x 512
22 41.4 5 1000 1/4000 1024 x 512
23 41.4 5 1000 1/4000 1024 x 512
24 41.4 5 1000 1/4000 1024 x 512
25 41.4 5 1000 1/4000 1024 x 512
26 41.4 5 1000 1/4000 1024 x 512
27 45 5 1000 1/4000 1024 x 512
28 45 5 1000 1/4000 1024 x 512
29 45 3 1000 1/4000 1024 x 512
30 45 3.2 2000 1/4000 1024 x 512
31 41.4 3 2000 1/4000 1024 x 512
32 41.4 3 2000 1/4000 1024 x 512

Tabella 3.5: Dati delle prove eseguite con particelle in resina termoplastica solo di colore bianco.

accorti che per un frame rate pari o inferiore a 250 il codice utilizzato era in grado di identificare le particelle

all’interno del primo fotogramma, ma non era poi in grado di trovare le stesse particelle nel fotogramma

successivo poichè queste, da un frame all’altro, avevano percorso una distanza troppo grande: nel caso in

cui la particella compia uno spostamento pari o maggiore ad un diametro, da un frame all’altro, il codice si

blocca e non riesce a fornirne la traiettoria poichè ’perde’ la particella stessa e cade tutto il discorso di path

tracking descritto nella sezione precedente, 3.3. Il controllo appena descritto è stato eseguito solo dopo la

quinta prova per cui, purtroppo, non si è stati in grado di analizzare le prime cinque prove effettuate con i

cilindretti bianchi e neri in PVC fatte tutte con fps = 250. Le prove effettuate successivamente al controllo

sul codice sono poi state fatte imponendo alla fotocamera di scattare immagini mille volte al secondo (vedi

quarta colonna della tab.3.4) e sono state elaborate con successo.

L’ultima cosa che si intende sottolineare, e di cui ci si è accorti già subito ricontrollando a video le

riprese fatte su queste prove, è il verificarsi di un piccolo profilo di richiamo alla fine della prova n.9 e n.12

e di un piccolo profilo di rigurgito circa a metà della prova n.11.

II. Sedimenti solo bianchi

Il secondo gruppo di esperimenti ha visto, come materiale utilizzato per simulare il moto granulare,

l’uso di particelle simili alle precedenti ma tutte bianche e senza alcuna particella scura. Si riassume in

tab.3.5 le caratteristiche di questo secondo set di esperimenti.

Anzichè continuare gli esperimenti con i cilindretti bianchi e neri si è preferito di utilizzare particelle di

forma analoga ma tutte di un bianco uniforme: la scelta del materiale completamente chiaro è stata dettata

dal sospetto, poi rivelatosi fondato, che il codice MATLAB di analisi dei fotogrammi potesse manifestare

qualche difficoltà nell’identificazione delle particelle scure. Per identificare il materiale granulare il codice

ricerca infatti i picchi di luminosità: tali picchi sono molto difficili da evidenziare se vi sono anche particelle

grigie o, comunque, scure.

ρs = 1.51 kg/m3   d = 3.50 mm    φ = 31°     e = 0.6     µw = 0.32 

68 CAPITOLO 3. ANALISI DI LABORATORIO

N. test Slope[� ] Depth [cm] Fps Shutter Resolution
41 32 5 1000 1/4000 1024 x 512
42 38 3 1000 1/frame 1024 x 512
43 35 3 1000 1/2000 1024 x 1024
44 35 3 1000 1/2000 1024 x 1024
45 32 3 1000 1/2000 1024 x 1024
46 32 3 1000 1/8000 1024 x 1024
47 33.5 3.4 1000 1/8000 1024 x 1024
48 33.5 3 1000 1/8000 1024 x 1024
49 33.5 3 1000 1/8000 1024 x 1024
50 33.5 3 1000 1/8000 1024 x 1024
51 35 3 1000 1/8000 1024 x 1024
52 35 3 1000 1/8000 1024 x 1024
53 38 3 1000 1/8000 1024 x 1024
54 38 3 1000 1/8000 1024 x 1024
55 38 3 1000 1/8000 1024 x 1024

Tabella 3.7: Dati delle prove eseguite con particelle sferiche di zeoliti.

3.4.6 Prove con le zeoliti

Per il quarto ed ultimo set di prove sono state utilizzate delle zeoliti sferiche, vagliate, tutte con un

diametro di 450 µm, di dimensioni decisamente inferiori quindi rispetto a quelle precedentemente utilizzate.

In tab.3.7 sono riportati i principali parametri delle prove in questione.

Essendo le zeoliti di dimensioni molto ridotte è stato necessario portare la fotocamera particolarmente

vicino alla canaletta (poco più di 10 cm) per poter mettere a fuoco ogni particella: tutto ciò ha comportato,

ovviamente, una drastica riduzione della porzione di canaletta inquadrata e, quindi, del tirante potenzial-

mente visibile nelle riprese. Questa complicanza spiega il ricorso ad una risoluzione quadrata di 1024x1024

nella maggior parte delle prove. Sempre dalla consultazione della tab.3.7 si evince come la macchina foto-

grafica sia stata impostata quasi sempre con uno shutter di 1/8000. L’esperimento era molto veloce e serviva

un’ingente quantità di luce per assicurare alle immagini un’ottima definizione: per questo si è optato per

l’aggiunta di un terzo faretto che potesse compensare la maggiore frequenza con cui si apriva l’obiettivo

della fotocamera, fig.3.30. Di questa complicazione ci si è accorti solo dopo aver eseguito cinque prove,

che, quindi, non sono state poi analizzate: il codice MATLAB non sarebbe infatti riuscito ad eseguire alcun

path tracking.

Dataset with plastic spheres 3.4. GLI ESPERIMENTI 69

Figura 3.29: Particolare laterale della canalet-
ta piena di zeoliti poco prima dell’esperimento
(prova n.47).

Figura 3.30: Particolare laterale della dispo-
sizione del terzo faretto supplemenatre (prova
n.47).

ρs = 0.98 kg/m3   d = 0.45 mm    φ = 21°    e = 0.75     µw = 0.31 
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Fully developed flow 

  y = 0 free surface,  y = h loose bed 

 

β  free surface (and mobile bed) inclination 
 

 ρs  solid mass density 

 

ν grain concentration 
 

 g  gravitational acceleration  

y

ux

h

β	

ρs	

Variables 

u grain velocity 
 
h flow depth 
 
T granular temperature 
 
α  bed yield stress ratio 
 

Make lengths dimensionless by grain diameter d, 

velocities by    (gd)1/2
, and stresses by  ρsgd . 
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Given the angle of inclination, predict the depth of a 
fully-developed flow, the velocity profile and the 
volume flux 

Goals 

transverse: 

Grain Momentum Balance 

flow: 

  ʹp =ν cosβ

  
ʹs = −ν sinβ +2µw

p
W

wall friction 

chute width 
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Depth of flow 

  

d
dy

s( ) = −ν sinβ +2µw
p

W

  p =ν ycosβ

  

s
p
= − tanβ +

µw

W
p

ν cosβ

obtain the dependence of s/p on y: 

  

s
p
= − tanβ +

µw

W
y

…depth of flow 
At the bed (y = h), s/p = α, so: 

or: 
  
α = tanβ −

µw

W
h

  
h = W

µw

tanβ −α( )
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Particle Energy Balance 

collisional dissipation: 

cluster size: 

s !u −Γ = 0

s = µ !u

µ =
4J

5π 1/2 (1+ e)
p
T 1/2

p = 2(1+ e)νGT

G =
0.59c
0.60− c

J = (1+ e)
2

+
π
4

(3e−1)(1+ e)2

24− (1− e)(11− e)[ ]

Γ =
12
π 1/2

νG
L
(1− e2 )T 3/2

L = 1
2
ĉG1/3 !u

T1/2

Jenkins (2006, 2007)  

Jenkins & Berzi (2010) 
Larcher & Jenkins (2014)  

Concentration  
Eliminate L from the energy balance and solve for u’/
T1/2 : 

Use this to eliminate u ’/T 1/2 from the shear stress 
with s/p: 

!u
T 1/2

=
15
J
1− e2

ĉG1/3

  

s
p
=

192
25π 3/2

J 2(1− e)
ĉ(1+ e)2

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

1/3
1

G1/9 = tanβ −
µw

W
y

ν =
0.63G
0.60+G

and substitute in: 
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Temperature 
Solve the pressure for T and obtain its variation with 
depth: 

  
T =

p
2(1+ e)νG

=
cosβ y

2(1+ e)G

Velocity profile 

Invert the shear stress and integrate: 

velocity profile: 

  

s
p
= tanβ −

µw

W
y

  
ʹu =

5π 1/2

4J
(1+ e) s

p
T 1/2

  
u( y) = 5π 1/2

4J 2G
1+ e( )1/2

cosφ( )1/2 2
3

tanφ h3/2 − y3/2⎡
⎣

⎤
⎦−

2
5
µw

W
h5/2 − y5/2⎡
⎣

⎤
⎦

⎧
⎨
⎩

⎫
⎬
⎭
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Total Volume Flux 

  

q =W νu( y)dy
0

h

∫ =

=
5π 1/2W
4J 2G

1+
e
2

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

1/2

ν cosβ( )1/2 2
5

h5/2 tanβ − 2
7
µw

W
h7/2

⎧
⎨
⎩

⎫
⎬
⎭

Extended kinetic theory (algebraic integration) 

Momentum balance in the x direction  

Similarity assumption for the variables involved:  
velocity, concentration   

Unsteady: 1 equation approach 

  
dh
dt
= −

dz
dt
= f (us ,hs )

20 CAPITOLO 1. CENNI TEORICI SUI FLUIDI GRANULARI

Componendo la 1.3.13 e la 1.3.14 si ottiene il profilo intero u(y):

u(y) =

5

p
⇡

4J

1

d

h

(1 + e)g cos�

2G

i

1/2⇣
2

5

µW

W

y

5/2 � 2

3

tan�y

3/2 � 2

5

µW

W

h

5/2
+

2

3

tan�h

3/2
⌘

=

=

5

p
⇡

4J

1

d

h

(1 + e)g cos�

2G

i

1/2h
2

3

tan�

⇣

h

3/2 � y

3/2
⌘

� 2

5

µW

W

⇣

h

5/2 � y

5/2
⌘i

(1.3.15)

La velocità massima è quella che si verifica in superficie:

uS = u|y=0

=

5

p
⇡

4J

1

d

h

(1 + e)g cos�

2G

i

1/2h
2

3

tan�h

3/2 � 2

5

µW

W

h

5/2
i

(1.3.16)

Si può riscrivere il profilo di velocità sfruttando la 1.3.16:

u(y) = uS

h

2

3

tan�

⇣

h

3/2 � y

3/2
⌘

� 2

5

µW

W

⇣

h

5/2 � y

5/2
⌘i

h

2

3

tan�h

3/2 � 2

5

µW

W h

5/2
i

= uS(t)fU (y, t) (1.3.17)

con

fU (y, t) =

h

2

3

tan�

⇣

h

3/2 � y

3/2
⌘

� 2

5

µW

W

⇣

h

5/2 � y

5/2
⌘i

h

2

3

tan�h

3/2 � 2

5

µW

W h

5/2
i (1.3.18)

È inoltre possibile calcolare il tirante nella condizione di equilibrio, h1, quando cioè il contributo

destabilizzante della forza peso è completamente bilanciato dall’effetto frenante dell’attrito con le pareti.

Indicando con s

0

e p

0

lo sforzo, rispettivamente, tangenziale e normale, alla quota h si ricava quindi:

s

0

p

0

= tan� � µW

W

h (1.3.19)

e

h1 =

W

µW

⇣

tan� � s

0

p

0

⌘

(1.3.20)

Data la variazione di tensione (che d’ora in poi verrà indicata con ⌧ e non più con s) si può ricavare

l’equazione di conservazione della quantità di moto:

⇢

@u

@t

= ⇢g sin� +

@⌧

@y

� 2

µW

W

⇢gy cos� (1.3.21)

La seconda equazione si ottiene moltiplicando la 1.3.21 per la velocità ed esprime il bilancio di energia

cinetica:

⇢u

@u

@t

= ⇢gu sin� + u

@⌧

@y

� 2

µW

W

⇢gyu cos� (1.3.22)
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Extended kinetic theory (algebraic integration) 

Momentum balance in the y direction  
Energy balance 

Similarity assumption for the variables involved:  
velocity, concentration   

   

f1(us ,hs )
dus

dt
+ f2(us ,hs )

dh
dt

= f3(us ,hs )

g1(us ,hs )
dus

dt
+ g2(us ,hs )

dh
dt

= g3(us ,hs )

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪

Unsteady: 2 equations approach 

Flow depth: 

1 equation approach: solution 
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1 equation approach 
Velocity profile: 

Maximum velocity: 

Experimental results 
Run 06: 

74 CAPITOLO 3. ELABORAZIONE DEI DATI SPERIMENTALI
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(a)
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10
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U
/√

D
g

(b)

Figura 3.5: Esempio di elaborazione dei dati di tirante e velocità superficiale nel tempo (prova n.06).)

t

i

n.06 n.13 n.14 n.15 n.16 n.28 n.36 n.37 n.50 n.52 n.53
Blim 5 2 2 2 5 4 6 5 3 4 2

Tabella 3.2: Elenco dei Blim utilizzati per le prove che sono state elaborate.

In figura 3.5,(a) e (b) si riporta un esempio di tali dati: come si può facilmente vedere sia il tirante

sia la velocità aumentano fino ad un valore di regime che si manterrebbe costante se vi fosse una continua

alimentazione da monte della canaletta. In ultima analisi si anticipa che il tema dei profili di velocità a

tempi diversi verrà riaffrontato anche nella successiva sezione in relazione alla quota della concentrazione

di massimo impaccamento.

Da ultimo, per quanto riguarda le analisi sulla velocità si aggiunge una breve descrizione della parte di

codice che è stata implementata come modifica atta ad impedire una cattiva interpretazione dei risultati della

prima elaborazione: il primo codice ha infatti elaborato ogni frame nella propria interezza e non ha eseguito

una preselezione sui centroidi trovati considerando particelle anche le sfumature del meccanismo ligneo

che tiene inizialmente ferme le particelle e che permane per almeno i primi 200 frames di ogni prova. È

stato quindi inserito un controllo a posteriori nel secondo codice che prevenisse l’individuazione di effettive

velocità anche sopra il limite fisico delle particelle presenti: le variabili utilizzate per questo controllo sono

fg che indica la nuova finestra limitata di calcolo e Blim che rappresenta il limite temporale entro cui tale

correzione è necessaria ossia il tempo a cui il meccanismo di legno esce dall’inquadratura delle riprese. In

tab.3.2 sono stati riassunti i valori utilizzati per la computazione di ogni prova.

Si è quindi stati in grado di cogliere l’andamento nel tempo della velocità superficiale fino al raggiungi-

mento della condizione stazionaria ed è stato osservato il profilo di velocità sulla sezione potendo compro-

vare la forma tutt’altro che lineare ma molto più simile ad un andamento lineare. Di tale approssimazione

si discuterà in modo più approfondito nel capitolo 4.
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Experimental Results 
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Figura 3.9: Andamento della concentrazione nel tempo con il monolayer e mediato, (contaparticelle, prova
n.06).

Eseguendo l’elaborazione con più di un solo layer è necessario scegliere con giudizio il numero di strati

in cui si intende dividere l’immagine: considerando che il fattore di conversione da pixel a metri è di 6000

per la prova in questione e che il diametro sferico dei cilindretti è D = 0.0035 m ossia D = 21 pixel

scegliendo di partizionare l’immagine in 6 strati questi sarebbero larghi (con una finestra alta 335 pixel)

circa 55 pixel ossia circa un paio di particelle, come deve essere secondo gli autori del codice, [3]. I profili

di concentrazione ai vari tempi, fig.3.10, rispecchiano una concentrazione più prossima alla condizione

di massimo impaccamento all’inizio della prova e un progressivo allontanamento dalla stessa durante il

progredire dell’esperimento. Si nota anche come ad un tempo inferiore la concentrazione di massimo

impaccamento perdura per una distanza maggiore, lungo la verticale, partendo dal fondo. Si osserva che

tali profili sono il risultato di una uniforme riscalatura eseguita su tutti i dati in funzione della massima

concentrazione di impaccamento del materiale nota da esperimenti precedenti, [3]. Sono stati riscalati i

valori solo del 15% che equivale alla differenza tra il valore di concentrazione iniziale trovato dal codice e

quello di massimo impaccamento.
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Figura 3.10: Profili di concentrazione a tre tempi diversi, (contaparticelle, nL = 6, prova n.06).
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Figura 3.17: Profili di velocità e concentrazione (RF, prova n.13).
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Figura 3.18: Andamento della concentrazione nel tempo per quattro layer, (RF, prova n.13).
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Prediction 

112 CAPITOLO 4. RISULTATI

ti [s] prova n. 06 prova n. 50 prova n. 53
t

1

0.15 0.15 0.09
t

2

0.45 0.60 0.15
t

3

0.60 0.72 0.21

Tabella 4.3: Elenco dei tempi a cui sono stati plottati i confronti tra profili di velocità numerici e sperimentali.
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Figura 4.12: Confronto dei profili di velocità secondo gli esprimenti e secondo il modello (tempi riportati in 4.3).

Si riporta infine una serie di grafici che rappresentano la versione estesa dei corrispondenti esposti in

precedenza: in questi non ci si è limitati a considerare il solo tempo di prova ma l’intero tempo scala

del fenomeno di adattamento. Come si può notare gli esperimenti andrebbero fatti con più materiale nel

caso delle prove con le zeoliti, figg. 4.15 e 4.16 poichè non si raggiunge il tirante di equilibrio teorico.

Complessivamente si può comunque affermare che il modello è in grado di prevedere le grandezze scala e

gli ordini di grandezza delle variabili che descrivono il fenomeno oggetto di studio.
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Run 06: 

112 CAPITOLO 4. RISULTATI
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Figura 4.1: Confronto esprimenti-modello (prova n.06).
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Figura 4.2: Confronto esprimenti-modello (prova n.13).
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Figura 4.3: Confronto esprimenti-modello (prova n.14).
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Figura 4.4: Confronto esprimenti-modello (prova n.15).
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Figura 4.1: Confronto esprimenti-modello (prova n.06).
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Figura 4.3: Confronto esprimenti-modello (prova n.14).
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Figura 4.4: Confronto esprimenti-modello (prova n.15).
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Prediction 
Run 50: 

Run 53: 

114 CAPITOLO 4. RISULTATI

0 0.5 1 1.5 2
0

50

100

Time [s]

h
/D

(a)

0 0.5 1 1.5 2
0

20

Time [s]

U
/√

gD

(b)

Figura 4.9: Confronto esprimenti-modello (prova n.50).
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Figura 4.10: Confronto esprimenti-modello (prova n.52).
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Figura 4.11: Confronto esprimenti-modello (prova n.53).

Osservazioni

Per quanto riguarda il modello numerico è d’obbligo sottolineare che l’approssimazione dell’andamento

del tirante è molto buona; l’approssimazione dell’andamento della velocità risulta decisamente più carente,

ma questo può derivare dal fatto che l’espressione con cui si approssima U(t) è relativa alla condizione

di equilibrio. La simulazione numerica è in ogni caso in grado di prevedere con correttezza l’andamento

qualitativo della velocità che, tanto negli esperimenti quanto nei risultati del modello, cresce con comporta-

mento similparabolico fino al raggiungimento di una condizione di equilibrio. Tutto ciò non accade invece

per l’andamento del tirante che invece nel metodo numerico è ricavato risolvendo ad hoc un’equazione dif-

ferenziale nella quale è insita la condizione di equilibrio solamente come condizione al contorno asintotica,
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