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Comportement critique d’oscillateurs
couplés

Groupe de renormalisation et classe d’universalité

Ronan Thomas RISLER

Résumé

Les étonnantes performances de 'organe auditif des mammiféres sont no-
tamment dues aux propriétés génériques des oscillateurs critiques couplés qui
constituent le systéme. Cette thése présente une étude des propriétés critiques
génériques des systémes spatialement étendus d’oscillateurs stochastiques cou-
plés, opérant dans le voisinage d’une instabilité oscillante homogéne ou bifur-
cation de Hopf. Dans ce contexte, cette bifurcation constitue un point critique
dynamique hors équilibre, exhibant des propriétés universelles qui sont cano-
niquement décrites par I’équation Ginzburg-Landau complexe en présence de
bruit. La formulation du probléme en termes d’une théorie statistique dyna-
mique des champs non hamiltonienne nous permet d’étudier le comportement
critique du systéme & l’aide des techniques de la renormalisation dynamique
perturbative.

Dans un cas particulier, une analogie exacte avec le modéle O(2) dyna-
mique nous permet d’écrire une relation généralisée de la relation fluctuation-
dissipation et de déduire le comportement critique du systéme directement a
partir des études antérieures. Dans le cas général, nous établissons la structure
du groupe de renormalisation de la théorie dans un espace de dimension 4—¢, en
lui adaptant les schémas de renormalisation de Wilson et de Callan-Symanzik.
La présence d’une fréquence caractéristique dans le systéme - la fréquence des
oscillations spontanées a la transition - impose d’associer aux transformations
de renormalisation un changement de référentiel oscillant dépendant de I’échelle.
Nous effectuons le calcul a I’ordre de deux boucles en théorie des perturbations,
et montrons que la classe d’universalité du modéle est décrite par le point fixe
du modéle dynamique dissipatif O(2) dans un référentiel oscillant bien choisi.
Ainsi, bien que la dynamique soit hautement hors équilibre et brise les relations
de bilan détaillé, une relation fluctuation-dissipation généralisée est asympto-
tiquement restaurée a la transition. Cette relation prévoit I’existence de fortes
contraintes sur les principales observables expérimentales : la fonction de corré-
lation & deux points et la fonction de réponse linéaire & un stimulus sinusoidal.

Mots-clés : Physique statistique hors équilibre, point critique hors équilibre,
groupe de renormalisation dynamique, équation Ginzburg-Landau complexe,
bifurcation de Hopf, oscillateurs couplés, dynamique critique, biophysique, sys-
témes actifs, diagrammes de Feynman.
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Critical behavior of coupled oscillators

Renormalization group and universality class

Ronan Thomas RISLER

Abstract

The astonishing efficiency of the auditory organ of mammals is particularly
due to the generic properties of the coupled critical oscillators which make up
the system. This thesis presents a study of the generic critical properties of spa-
tially extended systems of coupled stochastic oscillators, operating in the proxi-
mity of a uniform oscillatory instability or Hopf bifurcation. In this context,
this bifurcation constitutes an out of equilibrium critical point with univer-
sal features, which are canonically described by the complex Ginzburg-l.andau
equation in the presence of noise. The formulation of the problem in terms of a
non-Hamiltonian dynamical statistical field theory allows us to study the critical
behavior of the system by using perturbative renormalization group techniques.

In a particular case, an exact analogy with the O(2) dynamical model al-
lows us to write a generalized fluctuation-dissipation relation and to deduce
the critical behavior directly from previous studies. In the general case, we
establish the structure of the renormalization group of the theory in a 4 — ¢
dimensional space, using adapted Wilson and Callan-Symanzik schemes. The
presence of a characteristic frequency in the system - the frequency of the spon-
taneous oscillations at the transition - imposes to perform a scale-dependant
frame transformation during the renormalization procedure. We perform two-
loop order calculations in perturbation theory, and show that the universality
class of the model is described, in a suited oscillating frame, by the fixed point
of the dissipative O(2) dynamics. Then, while the dynamics is highly out of
equilibrium and breaks the detailed-balance relations, a generalized fluctuation-
dissipation relation is asymptotically recovered at the transition. This relation
imposes strong constraints on the main experimental observables : the two-point
correlation function and the linear response function to an external sinusoidal
stimulus.

Key-words : Out of equilibrium statistical physics, out of equilibrium criti-
cal point, dynamic renormalization group, complex Ginzburg-Landau equation,
Hopf bifurcation, coupled oscillators, critical dynamics, biophysics, active sys-
tems, Feynman diagrams.
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Avant-Propos

Une des grandes préoccupations des sciences physiques, et donc I'un de ses
grands défis, est la recherche de I'universalité dans les comportements naturels.
Cette recherche consiste a tenter d’expliquer dans un méme cadre théorique le
maximum d’événements physiques, avec le minimum d’hypothéses possibles sur
les conditions de leur réalisation. Nous disons que nous connaissons une lo: de
la physique lorsque nous sommes en possession d’un cadre explicatif du com-
portement d’un grand nombre de systémes (soumis & des hypothése générales)
et capable de prédictions. Un des exemples les plus célébres issus de I’histoire
de la physique qui illustrent le succés de la discipline dans cette recherche, et
certainement 'un des exemples les plus importants historiquement, est la loi
de Pattraction universelle des corps massifs formulée en 1687 par Isaac Newton
dans son oeuvre maitresse : Philosophiae naturalis principia mathematica. Avant
lui, ™explication” de la chute des corps n’était que descriptive : la philosophie
d’Aristote pronait que les corps graves chutaient parce que leur lieu naturel était
d’étre “en bas”. Le lieu naturel du feu, lui, se trouvait “en haut”. Le comportement
des systémes physiques était lié & leur nature. Avec Newton, nous formulons un
cadre universel descriptif du comportement des systémes, expliquant des évé-
nements aussi différents que la chute d’une pomme ou le mouvement de la lune.
La chute des corps ne dépend plus que d’une propriété quantitative, leur masse
grave, qui est qualitativement universelle, et dont la connaissance permet des
prédictions sur leur mouvement, indépendamment de leur nature (composition
chimique, couleur, etc...). Sous certaines hypothéses communes, consistant par
exemple & pouvoir négliger les frottements de I’air, tous les corps physiques ont
le méme comportement qualitatif, quantitativement paramétré par leur masse
grave. Nous disons que nous sommes en possession d’une loi physique.

Le sujet de cette thése concerne 'universalité. Nous considérons les sys-
témes d’oscillateurs couplés dans la limite thermodynamique et situés au voisi-
nage d’une transition de phase oscillante et homogéne ou bifurcation de Hopf.
Nous nous plagons du c6té non oscillant de la bifurcation. Sous ces hypothéses
génériques, nous nous proposons de dégager les propriétés universelles et non-
universelles du comportement de ces systémes. Le cadre théorique et technique
de notre étude est le groupe de renormalisation dynamique perturbatif. A I’ap-
proche de la transition de phase, nous montrons que certaines quantités phy-
siques relatives a ces systémes, les fonctions de corrélation et de réponse &
une force externe, ont des comportements asymptotiques universels exprimés en
termes de lois d’échelle, et quantifiés par des exposants critiques. Notre étude a
pour but, entre autres, de déterminer ces exposants.
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Avant-Propos

Le chapitre 1 est un chapitre introductif. Nous commencons par motiver
notre étude, en exposant le comportement de certains systémes biologiques ac-
tifs. Nous présentons ensuite les techniques de physique théorique que nous
utiliserons dans les chapitres suivants, et qui se sont avérées fructueuses par le
passé dans d’autres contextes. Enfin nous définissons le cadre de notre étude, qui
concerne une transition de phase dynamique située loin de 1’équilibre thermique.
Le chapitre 2 présente le formalisme théorique général utile & notre étude, et uti-
lise la connaissance des théories dynamiques critiques habituelles pour établir la
présence d’une transition dynamique dans le systéme. Le chapitre 3 présente la
théorie champ moyen de notre systéme, qui est un cadre théorique approximatif,
et qui s’avére donner des prédictions correctes en dimension d’espace supérieure
a 4. Le chapitre 4 constitue le coeur de notre étude. Nous y présentons la struc-
ture de la théorie du groupe de renormalisation pour notre théorie dynamique
critique hors équilibre. Celle-ci sera d’abord décrite dans le cadre du schéma de
renormalisation de Wilson. Ce schéma, qui est a la fois intuitif, historiquement
essentiel et naturel pour I’étude au premier ordre en théorie des perturbations,
s’avere techniquement inextricable dés lors que nous devons effectuer des cal-
culs perturbatifs aux ordres élevés. Nous présentons donc ensuite la structure du
groupe de renormalisation de notre théorie dans le cadre du schéma de renorma-
lisation de Callan-Symanzik. Le chapitre 5 expose en détails les calculs a 'ordre
d’une boucle effectués dans le cadre du schéma de renormalisation de Wilson, et
les résultats qui en sont déduits & cet ordre en théorie des perturbations pour la
structure de la théorie. Nous montrons que ce calcul est insuffisant pour avoir
la structure qualitative compléte du groupe de renormalisation de la théorie,
ainsi que les premiéres corrections non triviales aux exposants critiques. Nous
présentons dans le chapitre 6 les calculs & 'ordre de deux boucles dans le cadre
de la technique de Callan-Symanzik, et déterminons les exposants critiques a cet
ordre. Le chapitre 7 tire les conclusions physiques générales de notre étude, et
étudie les comportements universels et non universels de notre systéme. Enfin
I’annexe A précise certaines notations et définitions utilisées tout au long de
ce mémoire, ’annexe B précise et justifie les corrélateurs du bruit statistique
que nous utilisons pour traduire la présence de fluctuations, "annexe C précise
les régles de Feynman de la théorie relatives a la représentation graphique des
termes des séries perturbatives des quantités que nous calculons, 'annexe D
dérive en détails le formalisme de théorie des champs & partir de I’équation dy-
namique que ’on considére, et ’annexe E donne les expressions complétes de
certaines quantités intervenant dans le résultat du calcul.



Chapitre 1

Systémes stochastiques hors
équilibre et comportements
critiques

La caractérisation des propriétés des systémes hors équilibre constitue ac-
tuellement 'un des axes de recherche majeurs en physique statistique. Loin de
I’équilibre thermique, les propriétés des systémes ne peuvent pas étre générique-
ment déduites de ’écriture d’une énergie libre effective, et une description dé-
taillée de la dynamique de ces systémes est nécessaire. Cependant, prés des
transitions de phases continues, qui séparent différents états stationnaires hors
équilibre, certaines propriétés de ces systémes sont universelles et peuvent étre
étudiées dans un cadre théorique général. La notion d’universalité, qui concerne
les propriétés de grandes échelles temporelles et spatiales d’un systéme donné, a
longtemps été réservée aux systémes situés au voisinage des transitions de phase
du second ordre proches de I’équilibre thermique. Les propriétés universelles de
tels systémes ont été étudiées via différentes approches, incluant des solutions
exactes de modéles idéalisés (voir entre autres I’exemple historique [110]) et des
études numériques en grand nombre, guidées par les données expérimentales
(voir les références dans [150]). Mais ce n’est qu’avec la théorie du groupe de re-
normalisation, initialement développée dans le cadre de la théorie quantique des
champs, qu’un cadre théorique explicatif générique a été développé [83, 141, 142].
Grace a cette technique, ’hypothése de I’existence de lois asymptotiques dyna-
miques [37, 54] a pu étre théoriquement vérifiée et quantifiée. Ce cadre théorique
permet de regrouper les systémes en classes d’universalité, selon des critéres gé-
nériques qui concernent le nombre de composantes, les propriétés de symétrie et
les lois de conservation des grandeurs physiques pertinentes & la transition [61].
Au sein d’une méme classe d’universalité, les comportements asymptotiques des
systémes sont identiques & la transition [150, 129]. Par analogie avec ces études
au voisinage de ’équilibre thermique, les techniques de groupe de renormali-
sation fournissent un cadre théorique & lidentification et I’étude des classes
d’universalité des comportements asymptotiques des systémes au voisinage des
instabilités dynamiques continues ou transitions de phase dynamiques du second
ordre hors équilibre.
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L’étude des systémes biologiques, intrinséquement actifs, fournit des exemples
de telles transitions. Dans ce chapitre, nous commencons par présenter des sys-
témes biologiques pour lesquels la présence de fluctuations joue un réle impor-
tant. Dés lors, ’étude théorique de ces systémes nécessite le formalisme de la
physique statistique hors équilibre. Les mécanismes responsables des propriétés
dynamiques de chacun de ces systémes sont hautement spécifiques. Cependant,
au voisinage des instabilités, des propriétés génériques peuvent étre dégagées.
Dans une premiére section, nous donnons ’exemple de systémes biologiques
présentant des instabilités dynamiques oscillantes, et dont I’étude expérimen-
tale permet de mettre en valeur la présence de propriétés génériques. Dans une
seconde section, nous présentons briévement le formalisme théorique adapté a
I’étude des comportements génériques des systémes placés au voisinage des in-
stabilités dynamiques. Nous portons notre attention sur la différence de point
de vue qui existe entre le formalisme et le langage issus de ’étude des sys-
témes dynamiques et leurs homologues issus de I’étude des transitions de phase.
Nous insistons enfin sur ce second point de vue qui sera le nétre en présentant
briévement les exemples historiques de telles études.

1.1 Systémes biologiques stochastiques actifs

La complexité et la variabilité des systémes biologiques est étonnante [1].
Trés souvent, la dynamique de ces systémes repose sur des mécanismes trés spé-
cifiques et possiblement trés compliqués. Une des caractéristiques essentielles
de ces systémes, et qui en fait un champ d’investigation non standard pour les
physiciens, est le fait qu’ils présentent trés souvent des comportements basés sur
des mécanismes actifs. Un des exemples les plus frappant de tels phénoménes
est la capacité des étres vivants & exercer des forces ou générer du mouvement.
En plus de la contraction musculaire, qui en est 'illustration macroscopique et
quotidienne la plus évidente, cette propriété est représentée au niveau cellulaire
par de multiples phénoménes extrémement variés. Parmi ceux-ci, citons la mo-
tilité cellulaire, la division cellulaire et le transport d’organelles ou de composés
a l'intérieur d’une méme cellule [7].

Protéines motrices et structures cellulaires actives

De tels mouvements sont générés au niveau moléculaire par des protéines,
appelées protéines motrices [65]. Ces macromolécules hydrolysent ’adénosine
triphosphate (ATP) en adénosine diphoshate (ADP), et récupérent ’énergie
libérée au cours de cette réaction chimique pour se déplacer dans le milieu vis-
queux que constitue le cytoplasme (milieu intra-cellulaire) ou exercer des forces
sur les filaments du cytosquelette des cellules auxquelles elles appartiennent.
Il existe un grand nombre de protéines motrices, regroupées en familles par
proximité génétique. Citons trois grands embranchements de cette classifica-
tion : les dynéines, présentes dans I’axonéme, structure responsable de la nage
de nombreux micro-organismes (comme par exemple les spermatozoides), les
kinésines, qui transportent les neurotransmetteurs le long des neurones, et les
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1.1 Systémes biologiques stochastiques actifs

myosines, responsables de la contraction musculaire [90, 71]. Le véritable com-
plexe qui détermine I'unité motrice dans la cellule est constitué de la protéine
et de son filament associé qui constitue, dans les exemples précédemment cités,
une structure linéaire et polaire. Aussi ces protéines font elles partie de la classe
des moteurs moléculaires dits “linéaires” [7].

Les méthodes expérimentales permettent de mesurer les forces et les vitesses
de moteurs individuels, ou de petits groupes de moteurs [72, 123, 126, 70]. La
réaction d’hydrolyse de I’ATP présente plusieurs étapes, au cours desquelles la
conformation de la protéine change [124, 64]. Cette observation a été & la base de
I’élaboration d’un modéle du principe de fonctionnement général des protéines
motrices linéaires [116, 20, 4], qui s’inspire des modéles de “ratchets” [94]. Il sup-
pose 'existence de deux états d’interaction différents du moteur avec le filament,
et décrit ’évolution dynamique de la position d’un point donné du moteur dans
un régime de forte friction, et en présence d’une force brownienne qui rend la
dynamique stochastique. Dans la limite d’un grand nombre de moteurs reliés
entre eux et distribués de facon homogéne le long du filament porteur, ce qui
est par exemple le cas de la structure des complexes “dynéines+microtubule”
et “actomyosine”, la dynamique collective des moteurs devient déterministe. On
peut alors dériver du modéle précédent des relations entre la force externe foxt
appliquée aux moteurs et la vitesse relative v de ces derniers avec le filament
porteur [79]. En fonction de la valeur d’un paramétre du modéle noté 2, lié phy-
siquement au taux d’hydrolyse de ’ATP par les moteurs, la courbe foyi(v) peut
étre monotone ou non. Dans le second cas, plusieurs solutions pour la vitesse
sont alors possibles a force fixée ; la vitesse présente des instabilités et discon-
tinuités en tant que fonction de la force fext (voir la figure 1.1). La courbe de

fcxl

FiG. 1.1: Courbes fex(v) obtenues pour différentes valeurs du paramétre 2
d’un modéle de moteurs moléculaires opérant collectivement. 2 est lié au taux
d’hydrolyse de I’ATP par les moteurs. Le systéme présente une instabilité dy-
namique pour une valeur Q. du paramétre €2 [78].

coexistence déduite de ce modéle a notamment été mise en évidence expérimen-

talement [118]. Si I’on relie le filament de moteurs au filament porteur par un
élément élastique, une solution statique du systéme devient instable pour une
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certaine valeur critique 2. du paramétre €2. Au deld de cette valeur, le systéme
présente des oscillations, dites spontanées, qui sont le résultat du comportement
collectif auto-organisé des moteurs [80, 78]. Les moteurs collectifs présentent une
instabilité dynamique oscillante, aussi appelée bifurcation de Hopf (voir le para-
graphe 1.2.1). Au voisinage du point de bifurcation, la dynamique, par ailleurs
spécifique de ces systémes de moteurs collectifs, présente des comportements
génériques.

La structure des muscles correspond a celle modélisée ci-dessus : des fila-
ments de myosines interagissent avec des filaments d’actine, et les deux types
de filaments sont par ailleurs connectés par des éléments élastiques [71, 72]. Ex-
périmentalement, on observe que certains insectes battent des ailes de maniére
désynchronisée par rapport au signal nerveux [114]. D’autre part, on observe in
vitro des oscillations spontanées des myofibrilles! [46]. L’origine de ces oscilla-
tions est donc & chercher dans la structure des muscles eux-mémes. Le cadre
théorique précédent fournit des explications & ces phénomeénes. D’autre part, il
a également été a la base d’une description des battements de I’axonéme dans
la nage des micro-organismes [14, 12]. Enfin les moteurs moléculaires jouent un
role important dans le comportement mécanique de la touffe ciliaire des cellules
de l'oreille interne, dont nous parlons ci-dessous.

Oscillations critiques, amplification et sélectivité en fréquences de 1’or-
gane auditif

La détection du son chez un animal se fait par transformation d’un signal
mécanique en un signal électrique. Chez les mammiféres, les ondes de pression
porteuses du signal sonore sont transmises via l'oreille moyenne a la cochlée,
dans laquelle elles se propagent le long de la membrane basilaire [52, 25| (voir la
figure 1.2). Ce mouvement est détecté par les cellules ciliées, cellules sensorielles
auditives, qui sont situées dans 'organe de Corti, organe sensori-nerveux de la
cochlée [68] (voir la figure 1.3). Une cochlée humaine contient approximative-
ment seize mille cellules ciliées. Chacune de ces cellules répond préférentiellement
a une fréquence. La gamme de fréquences ainsi couverte s’étend sur deux voire
trois ordres de grandeur?. Les cellules ciliées possédent & leur surface une touffe
ciliaire, formée d’une dizaine & une centaine de stéréocils, et qui est un transfor-
mateur d’un signal mécanique en un signal électrique [63] (voir la figure 1.4). Ces
stéréocils, structures essentiellement cylindriques et closes par la membrane cel-
lulaire, sont longs de quelques microns et d’un diamétre de quelques centaines de
nanométres. Ils contiennent de nombreux filaments du cytosquelette, et sont par
conséquent relativement rigides a cette échelle. Dans la membrane cellulaire se
trouvent des canaux ioniques mécano-sensibles, dont I'ouverture serait controlée
par la tension exercée par de fins filaments, les “tip link”, joignant les stéréocils
voisins [82] (voir la figure 1.5). Les différences de tension dans les tip link ré-
sulteraient du glissement relatif de deux stéréocils voisins, qui peuvent pivoter
a leurs bases en réponse aux déformations mécaniques induites par ’arrivée de

!Fibres musculaires élémentaires
2Chez ’homme, la gamme de fréquences couverte s’étend de la vingtaine de Hz jusqu’a
environ 20 kHz.
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Osselets

Nerf auditi)

i cochlee

FiG. 1.2: Schéma d’une oreille humaine. Les vibrations sonores de I’air envi-
ronnant font vibrer le tympan et sont transmises via les osselets a la cochlée.
Aprés transformation du signal par les cellules ciliées, le nerf auditif transmet
I’information au cerveau.

I’onde de pression. Finalement, le flux induit d’ions & travers les canaux, formé
essentiellement d’ions Cat™ et KT, change le potentiel transmembranaire de la
cellule, ce qui est & ’origine du signal nerveux?.

Le systéme auditif est un détecteur extrémement performant. Qutre 1’éten-
due du spectre qu’il couvre, il est capable de détecter sur une large gamme
d’amplitudes sonores qui s’étend sur 120 dB ou 12 ordres de grandeur en in-
tensité. Le seuil d’amplitude du son audible se situe en-dessous du bruit propre
du systéme [29]. Ces performances sont certainement dues & la présence de
mécanismes actifs, ce qu’avait déja suggéré Thomas Gold en 1948 [48]. Des os-
cillations spontanées des cils de cellules auditives isolées de grenouille ont été
directement observées [97], et des mécanismes complexes non linéaires ont été
mis en évidence [22, 66]. La réponse de ces cellules isolées & un stimulus ex-
térieur, lorsque la fréquence du stimulus exercé correspond & la fréquence des
oscillations spontanées, est non linéaire et amplifiée sur toute une gamme d’am-
plitudes [98, 38]. Par comparaison des deux fonctions, il a été démontré que
le systéme consomme de I’énergie et brise la relation Fluctuation-Dissipation
propre aux systémes opérant & 1’équilibre thermique [99].

Différents mécanismes, basés sur la structure microscopique des stéréocils
et de leur organisation, ont été proposés pour expliquer ces phénoménes [21].
Les stéréocils contiennent des moteurs moléculaires couplés en grand nombre
et les études théoriques présentées précédemment au sujet des protéines mo-
trices pourraient expliquer la présence d’oscillations spontanées des cils auditifs.
D’autre part, les moteurs moléculaires pourraient jouer un roéle important dans
un mécanisme d’adaptation de la tension exercée sur les canaux ioniques, lorsque
la touffe ciliaire est inclinée avec un angle lentement variable [69, 63]. Une rai-
deur négative de la touffe ciliaire dans un certain régime de forces appliquées

®Pour une présentation générale, voir [1].
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Fia. 1.3: Schéma en coupe et photographie en microscopie électronique & ba-
layage de l'organe de Corti chez les mammiféres. Les cellules ciliées sont com-
prises entre la membrane basilaire, porteuse des ondes acoustiques, et la mem-
brane tectoriale qui coiffe les stéréocils. Dans la photographie de droite, les
touffes ciliaires “en V7 surmontent les corps cellulaires, et I’astérisque indique
le tunnel de Corti, traversé par des fibres nerveuses. Echelle : 20 um. Source :
http ://www.iurc.montp.inserm.fr/cric/audition/.

a été mesurée, et cette propriété fournit au systéme un mécanisme d’amplifica-
tion des faibles stimuli [100]. Plus génériquement, les propriétés observées sont
caractéristiques d’un systéme bruité se trouvant au voisinage d’une bifurcation
de Hopf [111, 99]. Ce point de I’espace des phases est le point ot le systéme est
le plus sensible aux faibles stimuli, et le plus sélectif en fréquence.

Plus globalement, a I’échelle de la cochlée, la réponse mécanique de la mem-
brane basilaire révéle un comportement non-linéaire actif de 'organe audi-
tif [24, 36, 119]. L’amplitude de I’onde sonore propageante varie le long de la
membrane basilaire [151]. Une amplification active et localisée de cette onde
permet d’augmenter la sélectivité en fréquence des cellules sensorielles ainsi que
les performances du systéme dans les faibles amplitudes [35]. En particulier,
la réponse mécanique d’un point donné de la membrane basilaire, caractérisée
par une amplitude X, montre, en fonction de I'amplitude P de I’onde sonore
appliquée et autour d’une fréquence particuliére, un comportement non-linéaire
proche d’un comportement d’échelle | X| o< | P|*/? sur une large gamme d’ampli-
tudes [121] (voir la figure 1.6). 1l a été proposé que le mécanisme actif responsable
de ces propriétés soit localisé dans les cellules ciliées et qu’une boucle de rétroac-
tion garde le systéme au voisinage d’un point de bifurcation de Hopf [13, 12, 77].
Le comportement d’échelle observé dans la réponse mécanique de la membrane
basilaire & une onde sonore incidente peut étre reproduit par les équations géné-
riques régissant la réponse des systémes dynamiques non-linéaires & un stimulus
sinusoidal, lorsque le systéme se trouve au voisinage d’un point de bifurcation
de Hopf. En effet, la réponse X () d’un tel systéme a une force sinusoidale
F(t) = F1e™' + F_1e~*! en absence d’oscillations spontanées et si I’on ignore
les modes transitoires, obéit & 1’équation générique suivante [13] :

FI ~ AX| 4+ B|X1]* X1 + O0(1X1]%) (1.1)

ol X est le mode de Fourier de pulsation w de la variable X (t) (voir para-
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F1G. 1.4: Structure et fonction de la touffe ciliaire. (A) Micrographie électro-
nique (x2500) de deux touffes ciliaires de grenouille (bullfrog). (B) Micrographie
électronique (x50,000) du sommet d’un stéréocil et de son voisin, relié par un
“tip link”. (C) et (D) Diagrammes schématiques d’une touffe ciliaire et de la pho-
tographie (B). Lors d’une déformation mécanique induite par une onde acous-
tique, le tip link se tend et ouvre les canaux ioniques situés dans la membrane
du stéréocil. Le canal est lié, via des moteurs moléculaires, au cytosquelette du
stéréocil [63].

graphe 1.2.1). Dans cette équation, A(w, C) et B(w, C) sont des nombres com-
plexes dépendant de la fréquence et du paramétre de controle C'. Une bifurcation
de Hopf a lieu pour une certaine valeur critique C, du paramétre de controle C,
pour laquelle A s’annule & une certaine pulsation w,. A la bifurcation, la réponse
du systéeme & la fréquence critique suit approximativement la loi suivante :

| X0 ] = BT By (1.2)

Loin de la fréquence critique, la réponse du systéme est linéaire. Ce compor-
tement générique permet & la fois d’augmenter la sélectivité en fréquence des
cellules ciliées, d’amplifier la réponse aux faibles stimuli et de I’atténuer pour les
sons forts. Ces comportements génériques permettent de reproduire les donnés
expérimentales concernant les performances détectrices de la cochlée en fonc-
tion de la fréquence [95], et font du systéme auditif un détecteur extrémement
performant.

A D’échelle de la touffe ciliaire, les oscillations observées révélent la présence
d’importantes fluctuations [98, 99]. Ces fluctuations, dues entre autres aux ef-
fets de température finie et a la stochasticité des mécanismes actifs dans le
systéme qui reposent, comme c’est généralement le cas en biologie, sur des réac-
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Fia. 1.5: Micrographie de haute résolution de tip links de cellules ciliées de
cochon. Echelle 100 nm [82].

tions chimiques, pourraient jouer un réle important dans les propriétés de ['or-
gane auditif. Une description théorique compléte du systéme nécessite donc leur
prise en compte [81]. Génériquement, nous savons que les fluctuations jouent
un role déterminant dans le comportement collectif des systémes couplés au
voisinage des transitions de phase dynamiques. Si, comme les résultats pré-
sentés précédemment tendent & le montrer, chaque cellule ciliée constitue un
oscillateur critique bruité, une description théorique de la cochlée nécessite une
théorie des oscillateurs couplés en présence de bruit. D’importants travaux de
recherche ont été effectués dans ce domaine, notamment sur la synchronisa-
tion des oscillateurs [113, 42]. Curieusement, le bruit a souvent pour effet de
synchroniser les oscillateurs, alors que la dynamique déterministe associée est
chaotique [102, 112, 148, 149]. Dans les systémes d’oscillateurs couplés spatia-
lement étendus, et dans la limite thermodynamique, I’équation déterministe gé-
nérique décrivant le comportement d’une instabilité dynamique oscillante et ho-
mogéne (ou bifurcation de Hopf) est I’équation Ginzburg-Landau complexe [3],
introduite par Newell et Whitehead [108] (voir section suivante). Il s’agit d’une
équation essentielle pour la description des mécanismes génériques de forma-
tions de structures dues & I'instabilité dynamique d’un état homogéne [23]. Son
diagramme de phase est extrémement complexe du coté instable de la bifurca-
tion (voir par exemple en dimension 2 la référence [19]), et a donné lieu & un
nombre important de travaux mathématiques et physiques (voir la revue [3]).
Les solutions ondes planes de cette équation deviennent toutes instables si I’'on
franchit une certaine ligne de I’espace des paramétres (critére de Newell et in-
stabilité de Benjamin-Feir). La dynamique déterministe est alors chaotique, et
’ajout de bruit peut ici aussi avoir un effet structurant [30, 31, 115].

Dans cette thése, nous nous proposons