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Kapitel 1

Einleitung und Uberblick

1.1 Einfiihrung

Amphiphile Molekiile bilden in wéasseriger Losung eine Vielzahl unterschiedlicher
Strukturen. Diese Molekiile bestehen aus einem hydrophilen (wasseranziehenden)
und einem hydrophoben (wasserabstofienden) Teil. Indem sie molekulare Aggre-
gate unterschiedlicher Struktur und Geometrie bilden, vermeiden diese Molekiile
den Kontakt der hydrophoben Bereiche mit Wasser.

Die bekanntesten Amphiphile sind Tenside. Als Folge ihres amphiphilen Cha-
rakters sind Tenside oberflichenaktiv, d.h. sie bilden auf einer Luft—Wasser—
Grenzfliche eine molekulare Monoschicht. In wésseriger Losung liegen sie da-
gegen in Form kugelférmiger Mizellen vor [35, 85].

Lipide bilden eine weitere wichtige Klasse amphiphiler Molekiile. Charakteri-
stisch fiir Lipidmolekiile in wasseriger Losung ist die Bildung von Doppelschichten
oder Membranen'. Membranen entstehen als Folge der amphiphilen Natur und
der besonderen Struktur der Lipidmolekiile. Abbildung 1.1 (a) und (b) zeigen
den Bau eines Lipidmolekiils. Es besteht aus einer hydrophilen Kopfgruppe und
zwei hydrophoben Kohlenwasserstoffketten. Die Struktur einer Doppelschicht ist
in Abbildung 1.1 (c¢) dargestellt. Die polaren Kopfgruppen der Lipidmolekiile
bilden zwei Ebenen, zwischen denen die hydrophoben Ketten vor einem Kontakt
mit Wasser geschiitzt sind.

Lipiddoppelschichten bilden das Grundgeriist biologischer Membranen. Biolo-
gische Membranen sind universelle Strukturelemente zur Trennung der verschie-
denen Kompartimente in den Zellen aller Lebewesen [1]. Wie die schematische
Darstellung in Abbildung 1.2 zeigt, bestehen sie aus einer fluiden Doppelschicht,
die von einer Mischung vieler unterschiedlicher Lipidsorten gebildet wird. In diese

'Einen Uberblick iiber die Physik von Membranen und Vesikeln geben [7, 48, 69]. Eine
Sammlung einfiihrender Beitrage zur theoretischen Beschreibung von Membranen findet sich in

[63].
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Abbildung 1.1: (a) Chemische Struktur von Phosphatidylcholin, dem bekanntesten
Phospholipid. (b) Schematischer Bau eines Lipidmolekiils. Charakteristisch fiir Lipide
ist eine polare Kopfgruppe und zwei hydrophobe Ketten. Unterschiedliche Lipidsorten
werden durch die chemische Struktur ihrer Kopfgruppe und die Struktur und Linge der
beiden Kohlenwasserstoffketten klassifiziert [51, 81]. (c) Schema einer Doppelschicht,
die von Lipidmolekiilen in wisseriger Losung gebildet wird.

Doppelschicht sind spezielle Proteine eingebaut. Eine der vielfaltigen Aufgaben
dieser Proteine ist die Verankerung des Zytoskeletts mit der Membran [7, 69]. Das
Zytoskelett ist ein komplexes Netzwerks von Filamenten, das die Zelle mechanisch
stabilisiert.

Charakteristisch fiir Membranen ist eine Separation von Langenskalen. Die
Lipiddoppelschicht besitzt eine Dicke von etwa 4 nm, was der doppelten Mo-
lekiilgrofle entspricht. Thre lineare Ausdehnung liegt dagegen oft im Bereich
von 1 — 10 pm [48]. Membranen sind daher effektiv zweidimensionale Objekte
und koénnen auf Langenskalen, die grofl gegeniiber molekularen Details sind, als
Flachen im Raum beschrieben werden.

Als zweidimensionales thermodynamisches System kann eine Membran in ver-
schiedenen Phasen vorliegen. Fiir Lipiddoppelschichten existiert immer eine fluide
Hochtemperaturphase, die sogenannte L,—Phase und eine oder mehrere Tieftem-
peraturphasen, die sogenannten ,Gelphasen®, die mit Lg, Lg bzw. Pg bezeich-
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Abbildung 1.2: Cartoon einer biologischen Membran (aus [69]). Den Kern bildet eine
Lipiddoppelschicht, in die Membranproteine eingebaut sind. Ein Teil dieser Prote-
ine besitzt lange Zuckerketten, die die AuBenseite der Membran bedecken. Auf der
Unterseite der Membran sind Filamente des Zytoskeletts dargestellt, die durch Mem-
branproteine mit der Membran verankert sind.

net werden [12]. Der Phaseniibergang zwischen der fluiden Phase und einer der
Gelphasen wird Hauptumwandlung genannt. In der L,—Phase bilden die Lipid-
molekiile eine zweidimensionale Fliissigkeit. Thre Kohlenwasserstoffketten sind
ungeordnet und die Molekiile kénnen in der Membran schnell diffundieren: In
einer Sekunde iiberstreicht ein Lipidmolekiil eine Fliache von etwa 1 pm? [48].

Fiir die physikalische Untersuchung von Membranen werden kiinstliche Lipid-
doppelschichten erzeugt. Kiinstliche Lipiddoppelschichten entstehen wenn reine
Lipidmolekiile in wasseriger Losung gequollen werden. Bei diesem Prozefl bilden
sich spontan Vesikel. Diese Objekte werden von einer Membran gebildet, die als
geschlossene Flache ein Flissigkeitsvolumen umhillt.

Vesikel, die von biologischen Membranen gebildet werden, treten im Inneren
lebender Zellen auf. Dort werden Vesikel meist zum Transport von Biomolekiilen
zwischen verschiedenen Kompartimenten der Zelle eingesetzt. Diese Transport-
vesikel besitzen einen Durchmesser ca. 100 nm [1].

Auch die Entstehung und die Stabilitat von Vesikeln ist eine Folge des amphi-
philen Charakters der Lipidmolekiile. Am Rand einer Membran ist die Struktur
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Abbildung 1.3: Aufnahme eines Phospholipidvesikels im Lichtmikroskop (aus [42]). Die
Membran bildet eine geschlossene Fliche, deren Kontur durch Phasenkontrast sichtbar
wird. Die Formsequenz (a)—(d), die nach einer Symmetriebrechung zur Bildung einer
Knospe fiithrt, wurde durch eine Temperatursteigerung induziert.

der Doppelschicht gestort, und die Kohlenwasserstoffketten der Lipide geraten
in Kontakt mit Wassermolekiilen. Indem die Membran ein Vesikel bildet ver-
schwindet ihr Rand. Auf diese Weise wird der Kontakt hydrophober Ketten mit

Wassermolekiilen vermieden.

Kiinstliche Vesikel mit einem Durchmesser von mehreren Mikrometern kénnen,
obwohl ihre Membran von molekularer Dicke ist, im Lichtmikroskop beobachtet
werden. Hierzu ist die Verwendung von Phasenkontrasttechniken zur Kontrast-
verstarkung notwendig. Diese Methode nutzt Interferenzeffekte, die als Folge
der unterschiedlichen Brechungsindizes in der Doppelschicht und im Wasser auf-
treten. Abbildung 1.3 zeigt eine Sequenz von Phasenkontrastaufnahmen eines
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fluiden Phospholipidvesikels, die von Kés und Sackmann aufgenommen wurden
[42]. Ausgangszustand ist eine fast kugelformige Gestalt. Eine Temperaturstei-
gerung fiithrt zu einer prolaten Form, deren Spiegelsymmetrie im weiteren Verlauf
des Experiments verschwindet. Das Vesikel bildet eine Knospe, die durch einen
kleinen Hals mit dem urspriinglichen Vesikel verbunden bleibt. Durch eine Tem-
peratursenkung kann das Vesikel wieder in seine Ausgangsform zuriickgefiihrt
werden [42].

Dieses Experiment macht deutlich, dafl fluide Vesikel unterschiedliche Gestal-
ten annehmen, und dafl Umwandlungen der Formen von Vesikeln durch duflere
Einfliisse induziert werden kénnen?. Der folgende Abschnitt gibt eine Einfiihrung
in die physikalischen Eigenschaften von Membranen und Vesikeln. Fiir das Ver-
stdndnis der Prinzipien und Mechanismen, die zur Selektion einer bestimmten
Form fiithren, sind diese Eigenschaften von grundlegender Bedeutung.

1.2 Physikalische Eigenschaften fluider Mem-
branen und Vesikel

Lipidmolekiile liegen in wésseriger Losung fast ausschlieBlich in Doppelschichten
vor (In einem pm?® der wisserigen Losung existiert etwa ein freies Lipidmolekiil
[12, 35]). Daher bildet das Losungsmittel kein Reservoir fir die Zahl der Mo-
lekiile. Die Zahl der Molekiile in der Membran und damit auch die Flache A der
Membran sind konstant. Eine Membran wird daher im Ensemble festgehaltener
Flache beschrieben und ihre physikalischen Eigenschaften sind nicht durch eine
Oberflachenspannung bestimmt. Dadurch unterscheidet sich eine Membran von
Phasengrenzflachen, Oberflachen und Seifenhduten, deren physikalische Eigen-
schaften durch eine Oberflichenspannung dominiert werden. Eine fluide Mem-
bran besitzt auflerdem keine Schersteifigkeit, da die Lipidmolekiile in der durch
die Membran gebildeten Flache frei beweglich sind.

Die Konfigurationsenergie einer fluiden Membran ist daher allein durch die
Kriimmungseigenschaften, d.h. durch die Form der Membran im Raum gege-
ben. Diese Idee wurde von Canham, Helfrich und Evans vor etwa 20 Jahren
erstmals formuliert [11, 21, 31]. Die Entwicklung der Konfigurationsenergie in
den Krimmungen der durch die Membran gebildeten Flache lautet in niedrigster

Ordnung [31]
F=[aa [g(:ZH —Col 4 reK| (1.1)
Hier bezeichnet H = (C; + C3)/2 die mittlere Krimmung und K = C1C; die

GaufBlsche Kriimmung, die sich beide durch die Hauptkrimmungen C; und Cj
auf der Flache ausdriicken lassen (sieche Anhang A.1). Die spontane Kriimmung

?Eine Einfiihrung in die Theorie von Vesikelformen und Formumwandlungen gibt [92]
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Co beschreibt eine Unsymmetrie der Membran, die entsteht wenn die beiden
Monoschichten oder das wésserige Losungsmittel aut beiden Seiten der Membran
unterschiedliche Zusammensetzung besitzen. Fiir symmetrische Membranen ist
Co = 0.

Die Biegeenergie (1.1) setzt sich aus zwei Beitragen zusammen, deren Grofie
durch die gewdhnliche Biegesteifigkeit £ und die Gauflsche Biegesteifigkeit x¢
gegeben ist. Fiur geschlossene, homogene Membranen kann das Integral iber
die Gaulsche Krimmung weggelassen werden, da dieser Term nach dem Gaufi—
Bonnet-Theorem (A.11) bei fester Topologie konstant ist. Auch die gewohnliche
Biegeenergie besitzt eine wichtige Invarianzeigenschaft. Wie in Anhang A.4 ge-
zeigt wird, ist das Integral § dA H? fiir geschlossene Flichen invariant unter
konformen Abbildungen im dreidimensionalen Raum [91].

Die statistische Mechanik einer Membran wird durch die Zustandssumme
Z=3 et (1.2)

beschrieben. Dies ist die Summe iiber die durch den Boltzmannfaktor gewich-
teten Membrankonfigurationen. Dabei bezeichnet 7' die in Einheiten der Boltz-
mannkonstante gemessene Temperatur. Da fiir die meisten verwendeten Lipide
kT ~ 25 ist [18, 19, 20, 62], konnen thermische Fluktuationen als kleine Storun-
gen des Grundzustands bei T' = 0 betrachtet werden.

Das Konzept der Biegeenergie fluider Membranen erméglicht die Berechnung
und das theoretische Verstandnis von Vesikelformen. Wenn thermische Fluktua-
tionen vernachlassigt werden, nimmt das Vesikel die Form an, die dem Minimum
der Krimmungsenergie unter Beriicksichtigung physikalischer Nebenbedingungen
entspricht.

Eine dieser Nebenbedingungen ist, daf} die Flache A der Membran konstant
ist (bei konstanter Temperatur). Zusétzlich ist wahrend typischer Beobachtungs-
zeiten unter dem Mikroskop das eingeschlossene Flissigkeitsvolumen V' konstant.
Die Ursache hiertiir ist, dal immer eine bestimmte Zahl von Fremdmolekiilen von
der Membran eingeschlossen ist und die Membran nicht passieren kann. Wasser-
molekiile sind zwar klein genug, um durch die Membran zu diffundieren, dies
héatte jedoch unmittelbar eine osmotische Druckdifferenz zur Folge, die der Vo-
lumenanderung entgegenwirkt. Das Volumen stellt sich gerade so ein, daf keine
osmotische Druckdifferenz zwischen Vesikelinnerem und dem Auflenraum auftritt
und kann daher als konstant angesehen werden [31]. Bei relativ langen Beobach-
tungszeiten kann jedoch ein Volumenaustausch stattfinden, wenn Fremdmolekiile
die Membran passieren oder wenn sich die Konzentrationsverhaltnisse im Auflen-
raum andern.

Deuling und Helfrich waren die ersten, die axialsymmetrische Formen sphéri-
scher Vesikel als Losungen eines einfachen Kriimmungsmodells bestimmten [13].
Diese Methode wurde in den letzten Jahren von verschiedenen Gruppen weiter-
entwickelt und verbessert [5, 54, 76, 84] und auf verwandte Probleme, wie die
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Abbildung 1.4: Axialsymmetrische Formtypen sphirischer Topologie: (a) Diskozyt, (b)
Prolat, (c¢) Stomatozyt, und (d) Birne.

Adhésion von Vesikeln auf einem Substrat, angewandt [77]. Sphéarische Formen
beliebiger Symmetrie wurden durch eine Entwicklung um die Kugel naherungs-
weise bestimmt [29, 30]. Einen Uberblick iiber die verschiedenen axialsymme-
trischen Formtypen, die bei derartigen Rechnungen als stationdre Formen der
Biegeenergie auftreten zeigt Abbildung 1.4

Die systematische Untersuchung axialsymmetrischer Formen als Loésungen der
Kriimmungsmodelle fithrt auf Phasendiagramme fiir verschiedene Modelle [76].
Derartige Rechnungen kénnen mit experimentell beobachteten Formumwandlun-
gen von Vesikeln verglichen werden, indem Temperaturtrajektorien in den berech-
neten Phasendiagrammen betrachtet werden [6]. Dieser Vergleich von Theorie
und Experiment ermdglicht ein verbessertes Verstandnis der Physik von Vesi-
keln, was in einer Evolution der Krimmungsmodelle zum Ausdruck kommt. Die
in dieser Arbeit untersuchten Krimmungsmodelle werden in Kapitel 2 eingefiihrt.

Abbildung 1.5 zeigt als Beispiel fiir den Vergleich von Theorie und Experi-
ment ein prolates Vesikel, dessen Form sich aufgrund einer Temperaturanderung
umwandelt [6]. Die untere Reihe zeigt berechnete Formen minimaler Biegeenergie
entlang einer Temperaturtrajektorie [6]. Diese Temperaturtrajektorie wurde im
Rahmen des sogenannten BC-Modell [84], bestimmt. Neben der Biegeenergie der
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Abbildung 1.5: Experimentelle Formsequenz eines prolaten Vesikels bei einer Tempera-
turdnderung (aus [6]). Alle Formen dieser Sequenz sind axialsymmetrisch. Zusétzlich
zur Axialsymmetrie besitzt die erste und die letzte Form eine weitere Symmetrieebene.
Zum Vergleich sind berechnete Konturen axialsymmetrischer Formen dargestellt.

Membran beriicksichtigt dieses Modell, das in Kapitel 2.2 beschrieben wird, eine
Kopplung der beiden Monoschichten der Doppelschicht.

1.3 Morphologie und morphologische Umwand-
lungen von Vesikeln

Formumwandlungen sphérischer Vesikel

Die Formenvielfalt von Vesikeln wird deutlich, wenn Phospholipide in wésseriger
Losung gequollen werden. Dabei entsteht eine grofie Zahl ein— und mehrschali-
ger Vesikel. Eine systematische Untersuchung dieser Vesikel ist moglich, indem
einzelne, moglichst einschalige Vesikel wihrend einer Anderung duflerer Kontroll-
parameter beobachtet werden. Besonders geeignet zur Induzierung von Formum-
wandlungen erweist sich die Temperatur [6]. Eine Temperatursteigerung fithrt
zu einer Vergroferung der Membranflache, da sich die Monoschichten thermisch
ausdehnen. Die gleichzeitig stattfindende Volumenausdehnung im Lésungsmittel
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Abbildung 1.6: Formumwandlung eines Diskozyten bei einer Temperaturédnderung (aus
[6]). Eine Symmetriebrechung fithrt zu einem Stomatozyten. Diese Formumwandlung
entspricht einer Knospenbildung auf der Innenseite des Vesikels. Zum Vergleich sind

berechnete Formen minimaler Biegeenergie dargestellt.

ist dagegen gering und kann vernachléssigt werden. Das Anwachsen der Mem-
branfliche bei festem Volumen fiihrt zu einer Anderung der Vesikelform [6, 76].

Zwei Beispiele fir derartige Experimente sind schon in den Abbildungen 1.3
und 1.5 vorgestellt worden. Die in Abbildung 1.3 dargestellte Knospenbildung
ist das bekannteste und am besten untersuchte Beispiel einer Formumwandlung
von Vesikeln [55, 90, 89]. Dabei bezeichnet der Begriff Formumwandlung eine
Forméanderung, bei der sich die Symmetrie des Vesikels dndert. Es kénnen, ganz in
Analogie zu Phaseniibergdngen, kontinuierliche und diskontinuierliche Formum-
wandlungen unterschieden werden. Bei einer kontinuierlichen Formumwandlung
ist die Forméanderung stetig. Eine diskontinuierliche Formumwandlung tritt auf,
wenn eine metastabile Form durch thermische Aktivierung instabil wird. Nach
Uberwindung einer Energiebarriere nimmt das Vesikel dann die Form an, die dem
Gleichgewichtszustand entspricht [76].

Beispiele fiir kontinuierliche Formumwandlungen sind in den Abbildungen 1.5
und 1.6 gezeigt [6]. Die horizontale Spiegelsymmetrie des in Abbildung 1.5 darge-
stellten prolaten Vesikel verschwindet zunachst, entsteht jedoch nach einer zwei-
ten Formumwandlung neu. Die in Abbildung 1.6 gezeigte Formsequenz beginnt
mit einem Diskozyten. Dieser durchlauft eine Formumwandlung zu einem Sto-
matozyten ohne horizontale Symmetrieebene. Am Ende der Sequenz steht eine
Grenzform mit kleinem Hals. Diese Form entspricht der vollstindigen Knospe
aus Abbildung 1.3 (d), die hier aber auf der Innenseite des Ausgangsvesikels
entstanden ist.

Die sorgféltige theoretische und experimentelle Analyse der temperaturindu-
zierten Knospenbildung (Abbildung 1.3) zeigt, dafl diese Formumwandlungin den
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meisten Fallen diskontinuierlich ist [55]. Die in Abbildung 1.3 (c) gezeigte Form
ohne Symmetrieebene ist in diesem Fall ein langlebiger metastabiler Zustand,
wahrend die Formen (a), (b) und (d) als stabile Gleichgewichtsformen existieren.
Besonders interessant ist die Knospe (d), bei der zwei Teilformen {iber einen klei-
nen Hals verbunden sind. Dieser Hals kann vom Mikroskop nicht mehr aufgelost
werden.

Das Auftreten kleiner Hélse ist typisch fiir fluide Membranen, die durch die
Biegeenergie (1.1) beschrieben werden. Diese Energie bevorzugt Sattelpunkte,
deren Hauptkrimmungen unterschiedliche Vorzeichen besitzen, so daf} die mitt-
lere Krimmung H klein wird. In der Halsregion sind die Hauptkrimmungen
Cy und C singuldr, wegen ihres unterschiedlichen Vorzeichen bleibt die Energie-
dichte x(Cy + C3)*/2 jedoch endlich, und der kleine Hals liefert keinen Beitrag

zur Biegeenergie.

Trotzdem besitzen kleine Hilse besondere Eigenschaften. Die numerische Ana-
lyse der Kriimmungsmodelle zeigt, da Knospen mit infinitesimalem Hals die
sogenannte Halsbedingung

HW 4+ HB) = ¢ (1.3)

erfiillen [24, 54, 76]. Dabei bezeichnen H*) und H®) die mittleren Kriimmungen
der beiden Teilformen in dem Punkt, in dem sie durch den Hals verbunden sind.
Obwohl die Halsbedingung (1.3) sehr einfach aussieht, ist ihre mathematische
Herleitung kompliziert [24]. Aus diesem Grund ist die Halshedingung bis heute
nicht gut verstanden.

Vesikel nichtsphérischer Topologie

Wenn sich eine Membran schliefit, um ein Vesikel zu bilden, kénnen neben den
schon diskutierten sphéarischen Formen auch Formen nichtsphérischer Topologie
entstehen. Noch bevor die ersten Vesikel mit der Topologie eines Torus experi-
mentell beobachtet wurden, sind toroidale Formen theoretisch untersucht worden
[64, 74]. Die ersten toroidalen Vesikel wurden von Mutz und Bensimon entdeckt
[61]. Sie verwendeten ein Lipid, das durch Bestrahlung mit ultraviolettem Licht
polymerisiert. Aus diesem Grund wurden zunéchst toroidale Vesikel mit einer
teilweise polymerisierten Membran erzeugt. Abbildung 1.7 zeigt Beispiele toroi-
daler Vesikel, die aus einer fluiden Membran bestehen. Sie wurden von Fourcade,
Mutz und Bensimon [25] und von Michalet und Bensimon [57] aufgenommen.
Interessant ist hierbei das Auftreten nichtaxialsymmetrischer Formen, die im Fall
sphérischer Topologie sehr selten sind. Vesikel nichtsphéarischer Topologie treten
bevorzugt auf, wenn spezielle Lipidsorten verwendet werden. Die Mechanismen,
die zur Entstehung dieser Strukturen fiihren, sind jedoch bisher nicht verstanden.

Auch Vesikel mit mehr als einem Loch bzw. Henkel wurden von Fourcade,
Mutz und Bensimon [25] und von Michalet und Bensimon [59, 58] beobachtet. Die
Topologie dieser Vesikel wird durch den topologischen Genus ¢ klassifiziert, der
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Abbildung 1.7: Experimentelle Beispiele toroidaler Vesikel (aus [57] und [25]). (a) und
(b) zeigen zwei Ansichten eines nichtaxialsymmetrischen Torus [57], (¢) und (d) zeigen
eine axialsymmetrische Form [57]. Der in (e) und (f) dargestellte axialsymmetrische
Torus besitzt ein geringeres relatives Volumen [25]. Die Balken markieren eine Linge
von 10 pm.
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Abbildung 1.8: Drei Ansichten eines Genus—2 Diskozyten (aus [25]). (a) und (b) zeigen
zwei Querschnitte, (c) eine Ansicht von oben.

Abbildung 1.9: Zwei Querschnitte eines fluktuierenden Genus-2 Vesikel (aus [59]).
Diese Form besteht aus zwei sphérischen Teilen, die durch Hilse verbunden sind. Die
Lage dieser Hilse ist durch Pfeile gekennzeichnet.
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die Zahl der ,Locher” bzw. ,Henkel“ der Flache angibt (siehe Anhang A.2). Fiir
toroidale Topologie ist ¢ = 1. Abbildung 1.8 zeigt ein Vesikel mit der Form eines
Knopfes [25]. Wegen seiner zwei Locher besitzt es den topologischen Genus g = 2.
Ein weiteres Beispiel eines Genus—2 Vesikels ist in Abbildung 1.9 dargestellt [59].
Eine innere Form ist hier durch drei Hélse mit einem &dufleren Teil verbunden.
Diese Formen wurden auch mit einer noch gréfleren Zahl von Hélsen und damit
noch hohererem topologischen Genus beobachtet [59].

Vesikel nichtspharischer Topologie werden in Kapitel 3 theoretisch untersucht.
Dabei werden Formen minimaler Biegeenergie toroidaler Topologie und Formen
des topologischen Genus g = 2 bestimmt. Diese Untersuchungen zeigen, daf} die
konforme Invarianz der Biegeenergie fiir hoheren topologischen Genus ¢ > 2 zu
einem Gebiet mit konform entartetem Grundzustand in den Phasendiagrammen
der Kriitmmungsmodelle fithrt. Es existiert in diesem Fall eine eindimensionale
konforme Mode, entlang der die Energie konstant ist. Dies fithrt zur Vorhersage
konformer Diffusion, das heifit, einem Diffusionsprozefl im Formraum entlang der
konformen Mode.

Formumwandlungen mehrkomponentiger Vesikel

Bei den bisher beschriebenen Experimenten wurden moglichst reine Lipide ver-
wendet, um ein gut definiertes und reproduzierbares System zu gewéahrleisten.
Wenn Vesikel erzeugt werden, die aus mehr als einem Lipid bestehen, treten neue
Phénomene auf, da in diesem Fall die Zusammensetzung der Membran mit den

Kriimmungen der Flache wechselwirkt [3, 46, 47, 49, 50].

Abbildung 1.10 zeigt ein Beispiel eines derartigen Experiments, das von Déber-
einer et. al. durchgefithrt wurde [15]. Das betrachtete Vesikel besteht aus Sphingo-
myelin, einem Phospholipid. Das dargestellte Vesikel enthélt etwa sechs verschie-
dene Komponenten, die sich in der Kettenlangen der Lipidmolekiile unterschei-
den. Durch kalorimetrische Messungen der spezifischen Warmekapazitat konnte
gezeigt werden, daf} fiir dieses Lipid ein Phaseniibergang bei T' = 41 °C' existiert
[15]. Zunachst wird das Sphingomyelin—Vesikel bei niedrigen Temperaturen beob-
achtet (Abbildung 1.10 (a)). Bei dieser Temperatur ist die Membran nicht fluide.
Bei Erreichen der Phaseniibergangstemperatur werden Facetten sichtbar (b). Bei
einer weiteren Temperatursteigerung entsteht eine Knospe, die sich sofort vom
Ausgangsvesikel 16st und entfernt. Im Gegensatz zur Knospenbildung einer ho-
mogenen Membran (siehe Abbildung 1.3), bei der das entstandene Tochtervesikel
iiber einen kleinen Hals mit der Ausgangsmembran verbunden bleibt und durch
eine Temperatursenkung die Knospenbildung wieder riickgdngig gemacht werden
kann, ist die in Abbildung 1.10 gezeigte Formumwandlung irreversibel.

Ein ganz anderes Verhalten zeigt das in Abbildung 1.11 (a) dargestellte Vesikel
[15]. Es besteht aus einer Mischung eines Phospholipids mit Cholesterin. Dem
Vesikel wird durch eine osmotische Druckdifferenz zwischen Vesikelinnerem und
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Abbildung 1.10: Knospenbildung und Ablésung von Sphingomyelin—Vesikeln (aus [15]).
Bei T = 26.4 °C ist das Vesikel steif und zeigt keine Formfluktuationen (a). Bei
zunehmender Temperatur wird die Membran fluid und beginnt zu fluktuieren. Zunichst
zeigt sie noch deutliche Facetten und Kanten (markiert durch Pfeile in (b) bei 17" =
40.9 °C'). Eine weitere Temperaturerhhung fithrt bei 7" = 42.4 °C' zu beginnender
Knospenbildung ((c) rechts oben) und dem Auswerfen eines kleinen Vesikels (d), das
sich in (e) und (f) vom Ausgangsvesikel entfernt.

Auflenraum ein Teil des eingeschlossenen Volumens entzogen. Dabei beginnt es,
wie die Abbildungen 1.11 (b)—(g) zeigen, in immer kleinere Vesikel zu zerfallen
[15]. Auffallend ist, daB auch in diesem Fall kleine Hélse sofort brechen und die

entstandenen Knospen sich vom Ausgangsvesikel ablosen.

Mit der theoretischen Beschreibung von Knospenbildung, die durch Phasen-
trennung in der Membran des Vesikels induziert wird, beschéftigt sich Kapitel 4.
Dabei zeigt sich, dafl in diesem Fall die GauBlsche Kriimmung eine wichtige Rolle
fiir die Form mehrkomponentiger Vesikel besitzt, da deren Membran inhomogen
ist.
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Abbildung 1.11: Phospholipid-Cholesterin Vesikel (aus [15]). Das prolate Ausgangsve-
sikel (a) zerfillt durch wiederholte Teilung in mehrere kleine Vesikel (b)—(g).

1.4 Uberblick iiber die Arbeit

In dieser Arbeit werden die Morphologie und die morphologischen Umwandlungen
von Vesikeln, die von einer fluiden Membran gebildet werden, theoretisch unter-
sucht. Die Biegeenergie einer geschlossenen Membran wird unter Beriicksichti-
gung physikalischer Nebenbedingungen minimiert. Auf diese Weise werden For-
men und deren Energie als Losungen der in Kapitel 2 beschriebenen Kriimmungs-
modelle bestimmt. Diese Untersuchungen konzentrieren sich auf zwei Aspekte.

In Kapitel 3 werden Formen und Formumwandlungen von Vesikeln nichtsphéri-
scher Topologie analysiert und Phasendiagramme der Formumwandlungen von
toroidalen Vesikel und von Vesikeln des topologischen Genus g = 2 bestimmt.

Kapitel 4 behandelt Formen mehrkomponentiger Vesikel am Beispiel von Pha-
sentrennung der Membran in zwei fluide Doménen unterschiedlicher Zusammen-
setzung. Es zeigt sich, dafl Doméanenwachstum auf einem Vesikel im allgemeinen
zu Knospenbildung fithrt. Dieses Phidnomen kann durch Energie- und Phasen-
diagramme mehrkomponentiger Vesikel beschrieben werden.
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Die Arbeit schliefit in Kapitel 5 mit einer Zusammenfassung und einer Diskus-
sion der gewonnenen Ergebnisse. Dabei wird auch die Bedeutung der theoreti-
schen Untersuchung von Vesikelformen fiir das Verstédndnis biologischer Systeme
betrachtet. Die Anhange enthalten mathematische Grundlagen sowie einige tech-
nische Details.



Kapitel 2

Krimmungsmodelle fiir
Vesikelformen

In diesem Kapitel werden drei verschiedene Kriitmmungsmodelle fiir Vesikel de-
finiert. Das Spontane-Kriimmungs—Modell, im folgenden mit SC-Modell von
,spontaneous curvature model“ abgekiirzt!, wurde von Helfrich als erstes Kriim-
mungsmodell fiir fluide Membranen eingefiihrt [31] und von Deuling und Helfrich
zur Berechnung von Vesikelformen verwendet [13]. Spéter erkannte man, daf
das SC-Modell die Kopplung der Monoschichten der Membran [21, 79] nicht
ausreichend beriicksichtigt. Die Tatsache, dafl eine Membran aus zwei Mono-
schichten besteht, ist fiir die Form eines Vesikels dann von Bedeutung, wenn
der Austausch von Lipidmolekiilen zwischen den Monoschichten (,Flip—Flop®)
unterdriickt ist. Die typische Zeitskala, in der ein Grofiteil der Lipidmolekiile
von einer Monoschicht in die andere wechselt, hangt von der Kettenliange und
der Temperatur ab, und ist fiir die meisten verwendeten Phospholipide von der
Groflenordnung eines Tages [51]. In Lipidmischungen ist dagegen ein schnellerer
Flip-Flop méglich (siehe Kapitel 4.1.2). Fir den Fall, da der Austausch der
Lipidmolekiile zwischen den Monoschichten vernachlassigt werden kann, ist de-
ren Zahl in den einzelnen Monoschichten konstant. Dies fiihrt auf eine weitere
Nebenbedingung an die Flachendifferenz AA der Monoschichten im sogenannten
BC-Modell (,bilayer—couple model“), dafl diese Kopplung der Doppelschichten
beriicksichtigt [83, 82, 84].

Beide Modelle, das SC-Modell sowie das BC-Modell sind mathematische
Grenzfalle des allgemeineren ADE-Modells (,,area—difference—elasticity—model“).
Die Grundidee des ADE-Modells ist, dafl die elastische Dehnung und Kom-
pression der Monoschichten beim Verformen des Vesikels beriicksichtigt werden
missen [8, 55, 78, 89]. Die Dehnungsenergie, die mit der Elastizitat der Flachen-
differenz verbunden ist, ist von der gleichen Groflenordnung wie die Kriimmungs-

!Es werden hier und im folgenden die in der englischsprachigen Literatur verwendeten Kurz-
bezeichnungen fiir die Kriimmungsmodelle verwendet.
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energie der Doppelschicht und kann daher nicht vernachlissigt werden?. Dabei
wird wiederum angenommen, daf ein Flip—Flop der Lipidmolekiile zwischen den
Monoschichten unterdriickt ist. In diesem Fall liefert das ADE-Modell die rea-
listischste Beschreibung der Physik von Vesikeln. Die Untersuchung des SC-
und des BC-Modells erméglicht dagegen, wegen der einfacheren Struktur die-
ser Modelle, ein besseres Verstiandnis der mathematischen Eigenschaften der
Kriimmungsenergie und der Gleichgewichtsformen. Die Gesamtheit stationérer
Formen ist in allen drei Modellen identisch. Die Energien und die Stabilitats-
eigenschaften dieser Formen sind dagegen unterschiedlich und fithren zu unter-
schiedlichen Phasendiagrammen in den drei Modellen.

2.1 Spontane Krimmung

Im SC-Modell von Helfrich lautet die Energie der Membran [31]
= g]fdA(QH O+ /@Gj{dA K (2.1)

wobei k die gewohnliche Biegesteifigkeit und kg die Gauflsche Biegesteifigkeit
bezeichnet. Die Definitionen der mittleren Krimmung H, der Gaufischen Kriim-
mung K und des Flachenelements dA sind in Anhang A.1 gegeben. Die spontane
Krimmung Cy beschreibt eine Asymmetrie der Doppelschicht beziiglich der bei-
den Monoschichten.

Aufgrund des GauB-Bonnet-Theorems (A.11) ist das Integral {iber die Gauf}-
sche Krimmung K einer geschlossenen Flache eine topologische Invariante. Fiir
homogene Vesikel ist dieser Beitrag konstant und hat keinen Einflufl auf die Form,
da die Energie (2.1) fiir vorgegebene Topologie minimiert wird. Dies entspricht
der Annahme, daB topologische Anderungen des Vesikels stark unterdriickt sind,
da sie mit einer groflen Energiebarriere verbunden sind. In diesem und dem
folgenden Kapitel wird der Energiebeitrag der Gauschen Kriimmung daher weg-
gelassen. Die Gaufische Krimmung ist jedoch von Bedeutung, wenn Formen
inhomogener Vesikel untersucht werden. In Kapitel 4.3 wird dieses Phianomen
am Beispiel eines Vesikels untersucht, dessen Membran durch Phasentrennung
aus zwei Doméanen besteht. In diesem Fall besitzt die Gauische Krimmung der
Flache und der Wert der Gaufischen Biegesteifigkeit ke einen Einfluff auf die
Form.

Phasendiagramme des SC-Modells werden bestimmt, indem die Energie F' fiir
konstante Flache A und konstantes, eingeschlossenes Volumen V' minimiert wird.
Diese Nebenbedingungen werden beriicksichtigt, indem Lagrange Multiplikatoren

?Dagegen kann die Dehnungselastizitit der Fliche A der Membran wegen ihres grofen Ela-
stizitdtsmoduls vernachldssigt werden [55].
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Y und P eingefiithrt werden, und das Funktional
P = gjfdA(QH O+ XA+ PV (2.2)

beziiglich der Form variiert wird [65, 76]. Dies fithrt auf die allgemeine Formglei-

chung [65]
P+2YH — k(2H — Co)(2H? — 2K + CoH) — 26A,H = 0 (2.3)

fiir stationdrere Formen von F’. Dabei bezeichnet A, den Laplace-Beltrami Ope-
rator, der in Gleichung (A.6) definiert ist. Die Energie der stationdren Formen
F(V, A, Cy) ist eine Funktion von V, A und Cy. Wegen der Skaleninvarianz der
Biegeenergie existieren nur zwei unabhiangige Parameter [76]. Dies sind das re-
duzierte Volumen

V
v = 2.4
v 1T R3/3 (24)
und die reduzierte spontane Kriimmung
Co = CORO 5 (25)
wobei
Ry = (A/4x)!/? (2.6)

der Radius einer Kugel der Flache A ist. Die Energie von Gleichgewichtsformen
und die Phasendiagramme hidngen nur von den beiden dimensionslosen Parame-
tern v und ¢y ab.

2.2 Kopplung der Doppelschichten
Die Energie im BC-Modell [83, 82, 84] lautet
=2 j& dAQ2H)? . (2.7)

Zusétzlich zu den Nebenbedingungen an die Flache A und an das eingeschlossene
Volumen V wird die Differenz

AA = A" — A" =~ 2DM (2.8)

der Flachen der dufleren und der inneren Monoschichten festgehalten. Dies ent-
spricht der Annahme, daf} der Austausch von Lipiden zwischen den Monoschich-
ten unterdriickt ist. Diese Flachendifferenz kann durch die totale mittlere Kriim-
mung

M= ]{dAH (2.9)



20 KAPITEL 2. KRUMMUNGSMODELLE FUR VESIKELFORMEN

und den Abstand D der neutralen Flachen der Monoschichten ausgedriickt wer-
den. Bei der Variation der Energie wird diese Nebenbedingung durch einen La-
grangemultiplikator () beriicksichtigt. Das zu variierende Funktional lautet in
diesem Fall

o = gj{dA(QH)Z LYAL PV QM (2.10)
und fiihrt auf stationare Formen mit der Energie G = G(V, A, M'). Auch im BC-

Modell gibt es nur zwei unabhéngige dimensionslose Parameter, das reduzierte
Volumen v und die reduzierte totale mittlere Krimmung

m=M/Ry . (2.11)

Stationare Formen im BC—Modell und im SC-Modell sind identisch. Setzt man
namlich

Y=Y+ &C5/2 (2.12)
und

Q = —2kCo (2.13)

so gilt F' = G' [76]. Daher erfiillen stationare Formen im BC-Modell ebenfalls die
Formgleichung (2.3) wenn ¥ und Cy geméaB den Gleichungen (2.12) und (2.13)
durch ¥’ und ) ausgedriickt werden. Die Stabilitatseigenschaften stationarer
Formen und damit auch die Phasendiagramme des SC— und des BC—-Modells
sind jedoch verschieden.

2.3 Flachendifferenzelastizitat

Das ADE-Modell ist definiert durch die Energie [8, 55, 78, 89]

RO

w=2 [j{dA () +a(m = mo| = G+ S m —mo)? (2.14)

Neben der Biegeenergie G beschreibt der zweite Term explizit die elastische
Energie der Abweichung der Flachendifferenz AA = 2D Rym von der optimalen
Flachendifferenz A Ay = 2D Rymyg, die durch die Zahl der Molekiile in den einzel-
nen Monoschichten bestimmt ist. Die optimale Flachendifferenz hangt daher von
dem Entstehungsprozefl jedes einzelnen Vesikels ab. Eine spontane Kriimmung
Co ist hier nicht explizit eingefiihrt worden, da sie kein weiterer unabhéngiger
Parameter ist. Thre Wirkung entspricht der Transformation mg — mg+2Co R/
der optimalen Flachendifferenz um eine additive Konstante [55]. Der dimensions-
lose Parameter « ist das Verhéaltnis der elastischen Energien der Flachendifferenz
und der Biegeenergie. Als typischer Wert wird in dieser Arbeit a = 1 gewéhlt,
was durch die bislang einzige Messung dieser Grofie gestiitzt wird [88].

Stationare Formen von W bei konstanter Flache A, konstantem Volumen V
und konstanter optimaler Flachendifferenz AAy kénnen aus den Lésungen des
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BC—Modells gewonnen werden. Variiert man ndmlich W zunédchst nur beziiglich
des Unterraums von Formen mit festem v und m, so erhélt man die Energie [55]

RQ

W(v,m,mg) = G(v,m) + 7(m —mg)® (2.15)

wobei G(v,m) die Energie stationdrer Formen im BC-Modell bezeichnet. Er-
laubt man nun auch Variationen beziiglich m bei konstantem mg, so lautet die
Stationaritatsbedingung

dG(m,v)

Er —ka(m —mg) . (2.16)

Diese Beziehung legt den Wert von m als Funktion von mg fest. Setzt man die-
sen Wert von m in Gleichung (2.15) ein, so erhdlt man die Energie W (v, mg)
stationdrer Formen im ADE-Modell. Die Gesamtheit dieser Formen ist wie-
derum identisch zu der des BC-Modells bzw. der des SC—Modells. Die Energien
stationdrer Formen im ADE-Modell konnen daher aus der Energie G(v,m) im
BC-Modells durch die verallgemeinerte Legendretransformation (2.15) und (2.16)
bestimmt werden®.

Die Energien und Stabilitatseigenschaften stationarer Formen sowie die Pha-
sendiagramme hangen von dem Parameter o ab. Im Falle kleiner @ ~ 0 ver-
schwindet der Term der Flachendifferenzelastizitat. In diesem Grenzfall erhalt
man das SC—Modell. Betrachtet man dagegen den Grenzfall grofler «, so wird
der elastische Term ~ (m — mg)? effektiv zu der Zwangsbedingung m = mg an
die totale mittlere Krimmung m. Man erhélt also in diesem Grenzfall das BC-
Modell. Das SC— und das BC-Modell sind damit mathematische Grenztélle des
ADE-Modells fiir kleine bzw. grofie Werte von a.

3Diese verallgemeinerte Legendretransformation tritt auch, in einem anderen Zusammen-
hang, bei der Beschreibung von Konformationen iiberverdrillter DNA auf [36].
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Kapitel 3

Vesikel nichtsphérischer
Topologie

Geschlossene Flachen kénnen durch ihre Topologie klassifiziert werden. Das gilt
auch fir Vesikel, die von einer geschlossenen Membran gebildet werden. Dieses
Kapitel beschéftigt sich mit der Frage, welche Formen Vesikel nichtsphérischer
Topologie annehmen und welche Aussagen tiber die Eigenschaften von Vesikeln
unterschiedlicher Topologie aus der Mathematik der Kriimmungsmodelle folgen.

In Abschnitt 3.1 wird zunédchst das Willmoreproblem eingefithrt. Als einfach-
ster Fall nichtsphérischer Topologie werden in Abschnitt 3.2 Formen und For-
mumwandlungen von Vesikeln der Topologie eines Torus ausfithrlich untersucht.
Dabei werden Phasendiagramme fiir toroidale Vesikel in den drei verschiedenen
Krimmungsmodellen bestimmt, die in Kapitel 2 eingefithrt wurden. Diese Pha-
sendiagramme zeichnen sich im Vergleich zu denen mit spharischer Topologie [76]
durch grofie Bereiche nichtaxialsymmetrischer Formen aus [40].

In Abschnitt 3.3 werden Vesikelformen des topologischen Genus g = 2 behan-
delt und das Phasendiagramm des BC—Modells fiir diesen topologischen Genus
bestimmt. Es wird gezeigt, dafl fiir Vesikel mit ¢ > 2 ein Gebiet im Phasendia-
gramm existiert, in dem der Grundzustand einfach entartet ist. Diese Entartung
ist eine Konsequenz der konformen Invarianz der Biegeenergie und fithrt zu der
Vorhersage ungewohnlicher thermischer Fluktuationen dieser Vesikel [39].

3.1 Das Willmoreproblem

Im Jahr 1965 schlug der Mathematiker T. J. Willmore ein geometrisches Problem
vor, das spater als ,, Willmoreproblem* bekannt wurde [91]. Seine Idee war, unter
allen geschlossenen Flachen gegebener Topologie diejenige zu finden, fiir die das
Funktional

- g?f(zﬂ)? dA (3.1)
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ein absolutes Minimum annimmt. Eine Flache mit dieser Figenschaft ist ,,opti-
mal® beziiglich ihrer Kriimmungseigenschaften und wird Willmorefliche genannt
[67]. Offensichtlich entspricht das Willmorefunktional genau der Biegeenergie flui-
der Membranen im BC-Modell, die in Gleichung (2.7) eingefithrt wurde. Will-
moreflaichen sind daher gleichzeitig stationdre Formen der Biegeenergie fluider
Membranen und daher von grofer Bedeutung fiir das Verstandnis von Vesikelfor-
men.

Willmore konnte zeigen, dafl im Falle sphéarischer Topologie (Genus g = 0) das
Problem durch die Kugel mit G = Gy = 87k gelost wird. AuBlerdem erkannte er,
dafl G > 8wk gilt, und die Kugel damit ,optimal® beziiglich allen topologischen
Klassen ist. Fiir hhere Topologien ist das Willmoreproblen komplizierter. Kurz
nach der Formulierung dieses Problems stellte Willmore eine Vermutung auf, die
unter dem Namen ,,Willmore conjecture® bekannt wurde. FEr vermutete, daf
der sogenannte Cliffordtorus, ein axialsymmetrischer Torus mit kreisférmigem
Querschnitt und G = G = 4xn%k, die Willmorefliche fiir toroidale Topologie
(Genus g = 1) ist (siche Abbildung 3.1). Willmores Vermutung ist bis heute nicht
bewiesen. Allerdings deuten sehr viele unabhéngige Indizien auf ihre Richtigkeit
hin [91].

Eine Eigenschaft des Willmorefunktionals (3.1), die fiir die Theorie von Will-
moreflachen und auch fiir Vesikelformen von grofler Bedeutung ist, ist seine kon-
forme Invarianz: Wie in Anhang A.4 gezeigt wird, dndert sich der Wert von G
unter konformen Abbildungen des dreidimensionalen Raumes nicht. Diese Eigen-
schaft fihrt zu einer konformen Entartung der Willmoreflachen, da ausgehend
von einer Willmoreflache alle konform transformierten dieser Flache ebenfalls
Willmoreflachen sind. Im Fall sphéarischer Topologie tritt diese Entartung nicht
auf, da die Kugel durch konforme Abbildungen nicht deformiert werden kann.
Dagegen existiert fiir toroidale Topologie eine eindimensionale Entartung. Wie
in Kapitel 3.2.2 beschrieben wird, gibt es neben dem Cliffordtorus eine einpa-
rametrige Schar W nichtaxialsymmetrischer Willmoreflichen des topologischen
Genus ¢ = 1. Diese Entartung der Willmoreflachen hat physikalische Konse-
quenzen fiir Genus—1 Vesikel, da sie in den Phasendiagrammen der verschiedenen
Kriimmungsmodelle zu nichtaxialsymmetrischen Gebieten fiihrt [74, 40].

Willmoreflachen mit hoherem topologischen Genus g > 1 sind wesentlich kom-
plizierter. Erstaunlicherweise liefern Resultate aus der Mathematik von Mini-
malflichen in der vierdimensionalen Einheitskugel §* einen Zugang zu Willmore-
flachen hoherer Topologie [34, 44, 67, 86]. Der Mathematiker R. Kusner stellte
1989 die Vermutung auf, dafl das Willmoreproblem fiir beliebigen topologischen
Genus ¢ durch die stereographischen Projektionen der Minimalflichen &, vom
S§? in den R? gelost wird [44]. Diese Familie {;, von Minimalflichen ist 1970
von dem amerikanischen Mathematiker H.B. Lawson entdeckt worden [45]. Hsu,
Kusner und Sullivan iiberpriiften Kusners Vermutung durch numerische Minimie-
rung des Willmorefunktionals G bis ¢ = 5 [34]. Um nicht nur lokale Minima zu
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g=0 g=1 g=2

Abbildung 3.1: Die Kugel, der Cliffordtorus und die Genus-2 Lawsonfliche. Die dar-
gestellten Formen sind Beispiele fiir Willmoreflichen unterschiedlicher Topologie.

finden, verwendeten sie Startkonfigurationen unterschiedlicher Symmetrie. Thre
dabei gewonnenen numerischen Ergebnisse waren in Ubereinstimmung mit Kus-
ners Vermutung. Fir g = 2 erhielten sie auf diese Weise G = G5 ~ 1.74 - 87 k.
Die Eigenschaften von Willmoreflachen des topologischen Genus g = 2 werden

ausfihrlich in Kapitel 3.3.1 behandelt.

Die konforme Entartung der Willmoreflachen spielt fiir hdheren topologischen
Genus ¢ eine besondere Rolle. Waihrend die Symmetrieeigenschaften des Clif-
fordtorus nur eine einfache Entartung der Genus—1 Willmoreflachen zulassen,
sind Willmoreflachen fiir ¢ > 2 dreifach entartet, d.h. es existiert in diesem Fall
eine dreidimensionale Menge W, unterschiedlicher Willmoreflachen. Die Charak-
terisierung und Klassifizierung dieser Flachen wird in Kapitel 3.3.2 diskutiert.

Abbildung 3.1 gibt eine Ubersicht iiber Willmoreflichen bis Genus ¢ = 2.
Da die Willmoreflachen fir ¢ = 1 und ¢ = 2 konform entartet sind, wurden in
diesem Fall die Flachen hochster Symmetrie gezeigt. Dies sind der Cliffordtorus
fir ¢ = 1 und die sogenannte Lawsonfliche mit topologischem Genus ¢ = 2.
Die dargestellte Lawsonflache wurde, wie in Kapitel 3.3.1 beschrieben ist, durch
numerische Minimierung der Biegeenergie G bestimmt. Diese Rechnung liefert
G = Gy ~ 1.75 - 87k und stimmt gut mit dem Ergebnis von Hsu, Kusner und
Sullivan tiberein.
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3.2 Formen toroidaler Vesikel

Als Einfithrung in die mathematischen Aspekte des Formproblems von Vesikeln
wurde in Kapitel 3.1 das Willmoreproblem behandelt. In diesem Kapitel werden
stationdre Formen toroidaler Topologie als Minima der Biegeenergie unter Bertick-
sichtigung der physikalischen Nebenbedingungen der verschiedenen Kriimmungs-
modelle bestimmt. Willmoreflichen treten dabei als spezielle stationare Formen
fiir eine geeignete Wahl der Nebenbedingungen auf.

3.2.1 Axialsymmetrische Formen toroidaler Topologie

Stationdre Formen der Kriimmungsmodelle werden zunéchst im Unterraum axi-
alsymmetrischer Formen bestimmt. Die Stabilitat dieser Formen beziiglich axial-
symmetriebrechender Deformationen wird in einem zweiten Schritt in Abschnitt
3.2.2 untersucht. Axialsymmetrische Formen kénnen vollstandig durch ihre Kon-
turlinie parametrisiert werden. Stationidre Formen werden in dieser Parametrisie-
rung durch numerische Integration von Formgleichungen fiir die Kontur bestimmt.

Formgleichungen fiir toroidale Vesikel

Die Kontur axialsymmetrischer Formen 148t sich, wie in Abbildung 3.2 dargestellt
ist, durch die drei Funktionen R(S), Z(S) und ¥(S) parametrisieren [76]. Dabei
bezeichnet R den Abstand von der Symmetrieachse, Z die Koordinate entlang
der Achse, ¢ den Neigungswinkel der Kontur und S die Bogenlédnge der Kontur.
Zwischen diesen Funktionen bestehen die Beziehungen

R=cosy und Z=—siny (3.2)

wobei die Punkte Ableitungen nach S bezeichnen. In dieser Parametrisierung
1aBt sich die mittlere Kriimmung auf der Flache darstellen als 2H = ¢ +sin¢/R.
Das in Gleichung (2.2) definierte Funktional F”’ lautet dann

S1
F = 27r/<;/ ds £ (3.3)
0

mit der ,Lagrangefunktion® £. Die Gesamtlinge der Kontur wird mit S; be-
zeichnet. Beriicksichtigt man die Nebenbedingungen (3.2) durch zwei Lagrange-
multiplikatorfunktionen v(.5) und 5(.5), so gilt

. 2 —
- P
L = §<¢+s12¢_00) + IR+ SR sing +

V(R = cos ) +n(Z +siney) . (3.4)
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N

Abbildung 3.2: Parametrisierung einer axialsymmetrischen toroidalen Kontur. Z ist
die Koordinate entlang der Symmetrieachse, R ist der Abstand der Kontur von der
Achse und v ist der Neigungswinkel der Kontur gegeniiber der Horizontalen.

Die Parameter ¥ = ¥/x und P = P/« sind die reskalierten Lagrangemultipli-
katoren fiir die Flache und das Volumen. Aus der Bedingung 6 F' = 0 fiir die
Stationaritat der Form folgen die Euler-Lagrange Gleichungen: [40, 38]

- cos ¥ sin P

Y = 122 I/)—ﬁcos;/)—l— Rcosgb—l——smz/)—l——cos;/) (3.5)
N 5 st Voo A,

o= §(¢ — o) — VE + Y+ PRsinv (3.6)
n =0 (3.7)
R = cosi (3.8)
7 = —siny (3.9)

Dies sind die Formgleichungen fiir axialsymmetrische stationdre Formen. Zu be-
achten ist, daB n konstant ist und v = ~(S) entlang der Kontur variiert. Die
Randbedingungen an R, Z und ¢ werden so gewahlt, dafl eine geschlossene Kon-
tur entsteht, die einer toroidalen Form entspricht. Sie lauten

R(0) = R(S1)=HR (3.10)
Z(0) = Z(S51)=0 (3.11)
P(0) = —x/2 (3.12)
P(S1) = 3x/2 (3.13)
Die Randbedingungen an v und W lauten
7(S1) =7(0) und  $(S) =(0) . (3.14)
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Bisher wurde noch nicht beziiglich der Konturldnge S variiert. Diese Variation

fithrt auf die Bedingung H = 0, wobei

0L 0L 0L
ﬂbw TR T 0z

. 2 =
_ g (W - (S“;;Z’ - 00) ) - gb’? siny) — SR

+7 cos ) — npsing (3.15)

H

die aus £ abgeleitete , Hamiltonfunktion* bezeichnet. Da £ aus Gleichung (3.4)
nicht explizit von der Bogenlange S abhéngt, ist H Erhaltungsgréfie und damit
konstant entlang der gesamten Kontur. Damit ist

_
2

_ (¢(0)2 _ (Co n %)2) - gfzf + 3R, (3.16)

durch die Randwerte der anderen Funktionen festgelegt [40].

Die Formgleichungen (3.5)—(3.9) zusammen mit der Bedingung H = 0 sind
aquivalent zu der allgemeinen Formgleichung (2.3), wenn diese auf Axialsymme-
trie eingeschrankt wird [38]. Dies lafit sich durch Einsetzen einer axialsymmetri-
schen Kontur in Gleichung (2.3) zeigen. Da die Gesamtheit stationdrer Formen
in allen drei betrachteten Modellen identisch ist, gelten die im SC-Modell herge-
leiteten Formgleichungen auch fiir das BC— und das ADE-Modell

Losungsblatter und Losungséste

Stationdre Formen der Krimmungsmodelle sind Losungen der Formgleichungen
(3.5)-(3.9). Sie besitzen die Energie F/(v,cp), G(v,m) bzw. W (v, mg) und las-
sen sich daher immer durch zwei Variablen parametrisieren. Stationdre Formen
bilden daher zweidimensionale Mannigfaltigkeiten, sogenannte Bldtter [54]. Im
allgemeinen existiert ein diskreter Satz unterschiedlicher Blatter, die verschiede-
nen Formtypen entsprechen.

Im Falle toroidaler Topologie kénnen, wie in Abbildung 3.3 am Beispiel eines
Schnittes durch die G(v,m)-Ebene zu sehen ist, drei Losungsblatter unterschie-
den werden: (i) Das Blatt sichelformiger Tori; (ii) das Blatt diskoider Tori und
(iii) das Blatt toroidaler Stomatozyten. Die Klassifikation der Blatter erfolgt
durch die Symmetrieeigenschaften der den Blattern entsprechenden Formen und
durch den Zusammenhang (die Topologie) der Blatter. Abbildung 3.4 zeigt Bei-
spiele fiir die drei Formtypen, die den drei Blattern entsprechen. Sowohl die
diskoiden Tori als auch die sichelférmigen Tori sind spiegelsymmetrisch beziiglich
einer Ebene senkrecht zur Symmetrieachse. Die toroidalen Stomatozyten besitzen
keine derartige Spiegelebene.
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Abbildung 3.3: (a) Energie G der axialsymmetrischen stationaren Formen im BC-—
Modell fiir das reduzierte Volumen v = 0.55 als Funktion der totalen mittleren
Kriimmung m. Drei Aste konnen unterschieden werden: (i) Ein Ast diskoider Tori;
(ii) ein Ast sichelformiger Tori und (iii) ein Ast toroidaler Stomatozyten. Die toroida-

len Stomatozyten bifurkieren in den Punkten C' Sc)kv Cgc)k und Cly;s. aus den anderen
Asten. Alle drei Aste enden in unterschiedlichen Grenzformen: Lgicry Lsto und Lgise
sind Grenzformen mit verschwindendem Lochdurchmesser; im Punkt L.,.. wird eine
Grenzform mit kreisformigem Querschnitt erreicht. In bestimmten Bereichen sind die
axialsymmetrischen Aste instabil beziiglich konformen Abbildungen, die die A xialsym-
metrie brechen. Diese Instabilitaten treten bei den Punkten C* auf. (b) Konturen axi-
alsymmetrischer Formen minimaler Energie GG fiir festes reduziertes Volumen v = 0.55
und verschiedene Werte von m. Die erste und die letzte Form sind instabil beziiglich

nichtaxialsymmetrischen Deformationen
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Abbildung 3.4: Beispiele fiir stationire Formen toroidaler Topologie: (a) sichelférmiger
Torus, (b) diskoider Torus und (c) toroidaler Stomatozyt. Alle dargestellten Formen
besitzen das reduzierte Volumen v = 0.6.

Die Blatter diskoider und sichelférmiger Tori berithren sich in einer Form,
dem Cliffordtorus. Diese vom Cliffordtorus mit exakt kreisférmigem Querschnitt
ausgehenden Blétter entsprechen zwei orthogonalen ellipsoidalen Deformationen
der Kontur. Steht die lange Achse der Ellipse senkrecht zur Symmetrieachse des
Cliffordtorus, werden die Tori diskoid, steht sie parallel zur Symmetrieachse, so
entstehen sichelférmige Tori. Das Blatt toroidaler Stomatozyten bifurkiert sowohl
aus dem Blatt der sichelférmigen Tori als auch aus dem Blatt der diskoiden
Tori und verbindet beide Bléatter. Abbildung 3.3 (a) zeigt die Energie G der
drei Blatter stationdrer Formen als Funktion der reduzierten totalen mittleren
Kriimmung m fiir festes reduziertes Volumen v = 0.55. Typische Formen sind in

Abbildung 3.3 (b) gezeigt.

Abbildung 3.3 ist ein Beispiel fir Energiediagramme, die zur Bestimmung der
Phasendiagramme verwendet werden. In Energiediagrammen werden die Funk-
tionen F'(v,co) bzw. G(v,m) entlang einer Linie im Parameterraum dargestellt.
Auf diese Weise werden die zweidimensionalen Blitter zu eindimensionalen Asten
reduziert. Warend die Klassifikation der Blatter eindeutig ist und nicht vom be-
trachteten Modell abhiingt, ist die Struktur und Zahl der Aste sowohl von dem
betrachteten Modell als auch von dem gewéhlten Schnitt durch den Parameter-
raum abhangig. Dies wird in Abbildung 3.5 verdeutlicht, in der die Energie F
als Funktion von v fiir ¢g = 1 dargestellt ist. Dieses Diagramm enthalt vier Aste.
Drei von ihnen kénnen eindeutig den drei verschiedenen Blattern zugeordnet wer-
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Abbildung 3.5: (a) Energie F als Funktion von v fiir ¢y = 1.0. Details dieser Aste in der
Nihe von v ~ 0.5 sind in (b) gezeigt. Vier Aste toroidaler Formen sind dargestellt: Der
Ast diskoider Tori, der Ast sichelférmiger Tori und der Ast toroidaler Stomatozyten.
Der Ast zirkuldrer Tori ist fiir v < vy =~ 0.71 Teil des Blattes diskoider Tori und fiir
v > vy Teil des Blattes sichelférmiger Tori. Er enthilt fir v = v, den Cliffordtorus
(CL), der die beiden Blitter verbindet. Im Punkt Cy;.r bifurkiert der Ast toroidaler
Stomatozyten aus den sichelférmigen Tori. Dieser Ast endet in einer Grenzform L,

mit verschwindendem Lochdurchmesser. Eine dhnliche Grenzform L4, existiert auch
fiir den Ast diskoider Tori.

den. Der vierte Ast gehort fir v < vy ~ 0.71 zum Blatt diskoider Tori und fiir
v > vy zum Blatt sichelférmiger Tori. Am Punkt v = v, enthélt der Ast den
Cliffordtorus C'L in dem sich beide Blatter beriihren. Alle Formen entlang die-
ses vierten Astes besitzen naherungsweise einen kreisformigen Querschnitt. Sie
werden im folgenden zirkuldre Tori genannt.

Grenzformen und Halsbedingung

Bei der Diskussion der Blétter und Aste stationdrer Formen spielen Grenzformen
eine wichtige Rolle. Grenzformen sind Singularititen stationdrer Formen, die
den Rand von Bléattern bilden. Fiir toroidale Topologie existieren unterschiedli-
che Typen von Grenzformen: Im Limes grofler ¢y treten Grenzformen ;.. mit
exakt kreisformigem Querschnitt auf. In der (v,m)-Ebene liegen diese Formen
auf der Hyperbel m = 37 /v. Ein weiterer Typ von Grenzformen sind Tori mit
infinitesimalem Lochdurchmesser R; = 0 bei fester Flache A. Diese Grenzfor-
men werden auf dem Blatt diskoider Tori mit Ly;s., auf dem Blatt sichelférmiger

Tori mit Lg;., und auf dem Blatt toroidaler Stomatozyten mit L, bezeichnet.



32 KAPITEL 3. VESIKEL NICHTSPHARISCHER TOPOLOGIE

Beispiele dieser Grenzformen sind in Abbildungen 3.3 und 3.5 gekennzeichnet.

Toroidale Formen mit verschwindendem Loch stehen in enger Beziehung zu
selbstberiihrenden sphérischen Formen, da ein infinitesimales Loch nicht zur Bie-
geenergie beitragt. Die numerische Analyse zeigt, dafl die spiegelsymmetrischen
Grenzformen Lz, und Ly, mit Hilfe spharischer Formen verstanden werden
kénnen. Die Formen L. bilden genau die Linie selbstberiihrender sphérischer
Oblaten, die in [76] mit S1,, bezeichnet ist.

Die Grenzformen L. bestehen aus einem sphérischen Prolaten A, der in
einer Kugel B eingeschlossen ist, wobei er die Kugel in zwei Punkten beriihrt
(siehe Abbildung 3.3 (b)). An diesen Kontaktstellen sind beide spharischen Teil-
formen durch infinitesimale Halse verbunden. Beide Teilformen besitzen die glei-
che Spannung () = X(B) aber entgegengesetzten Druck PM) = —P®) und
entgegengesetzte spontane Kriimmung CéA) = —CéB). Diese Bedingungen sind
notwendig, um die Stationaritdt der toroidalen Kombination beider Formen zu
gewahrleisten. Eine weitere Bedingung ist, dafl der Abstand zwischen beiden
Polen des Prolaten genau gleich dem Durchmesser der dufleren Kugel ist. Alle
diese Bedingungen konnen fiir vorgegebenes P und Cy (¥ wird verwendet um eine
Langenskala zu selektieren) gleichzeitig erfiillt werden: Es existiert fiir festes P
und C immer eine Kugel und ein Prolat, die koexistieren [76]. Einer der beiden
Parameter kann benutzt werden, um den Kugeldurchmesser an den Prolaten an-
zupassen. Der zweite Parameter ist noch frei und parametrisiert eine Linie L.
dieser Grenzformen.

Grenzformen von Vesikeln sphérischer Topologie, die aus zwei oder mehreren
sphérischen Formen zusammengesetzt sind, sind durch sogenannte ideale Hélse
verbunden [24, 53, 54, 76]. Diese Grenzformen sind stationar, wenn alle Teilfor-
men stationér sind und die Halsbedingung (1.3) erfiillen'. Durch die Halsbedin-
gung werden daher Kombinationen spharischer Formen selektiert, die durch einen
infinitesimalen Hals verbunden werden kénnen.

Im Fall der toroidalen Grenzformen Lg;s. und L, zeigen die numerischen
Resultate, daff keine Halsbedingung gilt, die Gleichung (1.3) entspricht. In beiden
Fallen existieren eindimensionale Scharen von Grenzformen. FEindimensionale
Scharen erhdlt man jedoch, wie oben diskutiert wurde, ohne Beriicksichtigung
zusatzlicher Bedingungen. Eine Halsbedingung wiirde eine diskrete Untermenge
von Formen aus der eindimensionalen Schar auswéhlen.

Die Halsbedingung (1.3) ist also nur fiir die Formen giiltig, die durch Ein-
schniiren sphérischer Formen entstehen und findet fiir toroidale Grenzformen
keine Anwendung. Offensichtlich kann nur eine tiefergehende Analyse zu einem
mathematischen Verstandnis dieses Phdnomens fiithren.

Toroidale Stomatozyten mit verschwindendem Lochdurchmesser L, lassen

'In Kapitel 4.2.1 wird die Verallgemeinerung der Halsbedingung (1.3) fiir inhomogene Vesikel
diskutiert.
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Abbildung 3.6: Ein Ausschnitt der Energie G als Funktion von m fiir v = 0.55 aus
Abbildung 3.3. Zwei Aste toroidaler Stomatozyten beriihren sich in einem Punkt mit
gemeinsamer Tangente. Der untere Ast verbindet den Ast sichelférmiger Tori mit
dem Ast diskoider Tori. Die Energien selbstberiihrender sphérischer Stomatozyten
SIF sind zum Vergleich eingezeichnet. Sie besitzen eine grofiere Energie als toroidale

sto
Stomatozyten.

sich, wie die numerische Analyse zeigt, nicht auf sphéarische Formen zuriickfiihren.
Obwohl diese Formen dhnlich aussehen wie die selbstberiihrenden sphéarischen
Stomatozyten Slssfo , die in [76] mit S, bezeichnet werden, sind diese beiden
Formtypen unterschiedlich. Abbildung 3.6 verdeutlicht diese Tatsache. Sie zeigt
neben den Verschiedenen Asten toroidaler Formen die Lage der sphérischen Grenz-
formen SIP". Fiir den gewahlten Wert von v = 0.55 existieren keine Grenzformen
Lg,, dagegen aber zwei Formen ST, Das Diagramm zeigt, dafl toroidale For-
men mit einem endlichen Lochdurchmesser eine geringere Energie besitzen als die
sphérischen, selbstberiihrenden Formen bei gleichem v. Es existiert daher keine
einfache Beziehung zwischen den Asten spharischer und toroidaler Stomatozyten.
Dies erschwert die numerische Analyse der Formen L, deren Lage im Phasen-
diagramm weniger genau bekannt ist, als die Lage der anderen Grenzformen.
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3.2.2 Axialsymmetriebrechung und konforme Invarianz

Axialsymmetrische stationdre Formen kénnen als Losungen der Formgleichun-
gen fiir die Kontur bestimmt werden. Die Bestimmung stationdrer Formen ohne
Axialsymmetrie ist erheblich schwieriger. Eine Méglichkeit ist die direkte nume-
rische Minimierung der Biegeenergie fiir eine triangulierte Flache [71, 72]. Ein
wesentlich einfacheres Verfahren zur Untersuchung der Axialsymmetriebrechung
verwendet die konforme Invarianz der Biegeenergie. Nichtaxialsymmetrische For-
men werden bei dieser Methode durch Anwendung konformer Abbildungen auf
axialsymmetrische Formen erzeugt. Dieses Verfahren wird zunéchst am Beispiel
des Cliffordtorus diskutiert

Der Cliffordtorus und seine konformen Bilder

Der in Kapitel 3.1 eingefithrte Cliffordtorus ist in Abbildung 3.7 dargestellt. Er
ist axialsymmetrisch und besitzt einen kreisférmigem Querschnitt. FEr kann durch

zwei Winkel 6 und ¢ als Flache mit

(\/j + sin 8) cos ¢
R(0,¢) = | (v/2+sinf)sin¢ (3.17)

cos d
parametrisiert werden. Fiir das reduzierte Volumen v, des Cliffordtorus gilt
va = 3/(22471%) ~ 071 (3.18)
die reduzierte totale mittlere Krimmung lautet
my = n°/22%/* ~ 13.24 (3.19)

und die Biegeenergie des Cliffordtorus ist ¢ = ; = 47?k. Der Cliffordtorus ist
stationdre Form des Funktionals F” fiir jeden Wert von Cy, wenn

= —2m7V2Cy/R} (3.20)
= —2[(2y/7)Y*CoRy + C2R?/4]/ R (3.21)

M M

gilt [64].

Der Cliffordtorus ist Genus—1 Willmorefliche und damit absolutes Minimum
von G fiir toroidale Topologie [91]. Dieses Minimum ist wegen der konformen
Invarianz von GG (siehe Anhang A.4) entartet, wenn keine Nebenbedingungen
gestellt werden. Die Bedeutung dieser Tatsache fiir die Physik von Vesikeln ist
zuerst von Duplantier erkannt worden [16, 17].

Nichttriviale konforme Abbildungen im dreidimensionalen Raum kénnen durch
einen Vektor a parametrisiert werden. Diese sogenannten speziellen konformen
Abbildungen bestehen aus einer Inversion an der Einheitskugel R — R/R?, einer
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Abbildung 3.7: Der Cliffordtorus und eine nichtaxialsymmetrische Form, die durch eine
spezielle konforme Abbildung (3.22) mit ax = 0.3/ R und ay = az = 0 erzeugt wurde.

Verschiebung um den Vektor a und einer weiteren Inversion. Jeder Punkt R wird
unter einer speziellen konformen Abbildung zu einem Punkt R’ mit

, R/R?+a .

R' = R/R + a)? (3.22)
transformiert. Zu beachten ist, dafi Gleichung (3.22) mit a = 0 die identische
Abbildung ist und dafl zwei aufeinanderfolgende spezielle konforme Abbildungen
mit den Verschiebungsvektoren a; und a, d&quivalent zu einer speziellen konformen
Abbildung mit a = a; + ay sind. Die speziellen konformen Abbildungen (3.22)
bilden daher eine kommutative Gruppe.

Die konformen Abbildungen des Cliffordtorus erzeugen eine einparametrige
Familie nichtaxialsymmetrischer Formen [23, 60]. Um dies zu sehen, kann man
eine spezielle konforme Abbildung (3.22) auf den Cliffordtorus anwenden. Ein
Beispiel ist in Abbildung 3.7 gezeigt. Dabei ist die Z—Achse die Rotations-
achse und die X-Y-Ebene ist die zuséatzliche Spiegelebene. Zunachst wird a =
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(A cos ¢, Asin ¢,0) gewdhlt. Variiert man den Betrag A dieses Vektors, so erzeugt
die konforme Abbildung unabhangig von der Richtung ¢ eine einparametrige
Familie nichtaxialsymmetrischer Formen mit wachsendem reduzierten Volumen
vg < v(A) < 1. Diese Formen konnen analytisch dargestellt werden [23], was
aber hier nicht von Bedeutung ist. Fiir A = 21/47T1/2/(R0(21/2 + 1)) endet die
Familie in einer Grenzform mit v = 1. Diese Grenzform besteht aus einer Kugel
mit einem infinitesimalen Henkel. Alle Formen dieser Familie besitzen die gleiche
Biegeenergie G; = 4x?k. Da die Energie einer Kugel Gy = 87« ist, liefert der
Henkel einen endlichen Beitrag 47?x — 87k zur Biegeenergie.

Wendet man eine spezielle konforme Abbildung mit a = (0,0,az) auf den
Cliffordtorus an, so werden keine neuen Formen erzeugt, sondern der Cliffordto-
rus wird in diesem Fall nur verschoben und reskaliert. Diese Tatsache ist eine
besondere Eigenschaft axialsymmetrischer Tori mit kreisférmigem Querschnitt.
Im allgemeinen brechen spezielle konforme Abbildungen mit a = (0,0,az) die
X-Y-Spiegelebene, wenn sie auf eine symmetrische Form angewandt werden.

Fiir toroidale Topologie existiert damit eine einfach entartete Familie Wy von
nichtaxialsymmmetrischen Willmoreflichen. Die Nebenbedingung an das redu-
zierte Volumen v bricht diese Entartung in den Kriimmungsmodellen fiir Vesikel.
Fiir jedes v > v, existiert genau eine der durch konforme Abbildungen generierten
Formen. In Kapitel 3.3.2 wird diese Uberlegung fiir den Fall hoherer Topologie
wiederholt, und es zeigt sich, daf} sich die Situation dann grundlegend dndert.

Axialsymmetriebrechung: Approximative Phasengrenzen

Der Cliffordtorus und die nichtaxialsymmetrischen Willmoreflachen W; bilden im
SC-Modell den Grundzustand fiir ¢ = 0 und v > v und liegen im BC-Modell
entlang einer Linie v = v.(m). Es existieren daher in den Phasendiagrammen

beider Modelle Bereiche nichtaxialsymmetrischer Formen?.

Wenn man konforme Abbildungen auf die verschiedenen Blatter axialsym-
metrischer Formen anwendet, so ist zu erwarten, dafl dieses Verfahren Nahe-
rungslésungen fiir nichtaxialsymmetrische Formen in allen Bereichen liefert. Dies
fithrt zu der Idee, die Stabilitdt axialsymmetrischer Formen beziiglich infinitesi-
maler konformer Abbildungen zu untersuchen. Diese Methode ergibt eine untere
Schranke fiir die Ausdehnung der Bereiche nichtaxialsymmetrischer Formen im
Phasendiagramm.

Die Grundidee dieser Methode ist die folgende: Ausgangspunkt ist eine Form

2Es 148t sich leicht zeigen, dafl toroidale Formen minimaler Energie fiir v ~ 1 nicht axial-
symmetrisch sind. Ein axialsymmetrischer Torus mit v ~ 1 sieht aus wie eine Kugel mit einem
langen ,Loch® entlang der Symmetrieachse. Fiir verschwindenden Lochdurchmesser divergiert
die Biegeenergie einer solchen Form. Daher ist die Form minimaler Energie eine Kugel mit in-
finitesimalem Henkel, dessen Energie endlich bleibt. Eine derartige Form ist notwendigerweise
nichtaxialsymmetrisch.
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Abbildung 3.8: Ein axialsymmetrischer sichelférmiger Torus mit » = 0.55 und m = 0.5
zusammen mit einem nichtaxialsymmetrischen sichelférmigen Torus. Die nichtaxial-
symmetrische Form entsteht durch Anwendung einer speziellen konformen Abbildung
(3.22) mit ax = 0.3/ Ry und ay = az = 0 auf die axialsymmetrische Form.

&1 auf einem Blatt von Formen niedrigster Energie. Auf diese Form §; wird nun,
wie Abbildung 3.8 am Beispiel eines sichelférmigen Torus zeigt, eine spezielle
konforme Abbildung mit ax # 0 angewandt. Diese konforme Abbildung erzeugt
eine neue, nichtaxialsymmetrische Form Sy, mit der gleichen Biegeenergie wie Sy,
die aber zu einem anderen Punkt im Phasendiagramm gehort. Die Stabilitat der
Ausgangsform hangt davon ab, ob durch konforme Abbildungen Formen mit ei-
ner geringeren Energie, als der diesem Punkt entsprechenden axialsymmetrischen
Form, erzeugt werden. Diese Uberlegung fithrt in den verschiedenen Kriimmungs-
modellen auf Stabilitatskriterien beziiglich konformer Abbildungen, deren genaue
Herleitung in Anhang B gegeben ist. Diese Stabilitatskriterien werden verwen-
det, um approximative Phasengrenzen der nichtaxialsymmetrischen Gebiete zu
bestimmen.



38 KAPITEL 3. VESIKEL NICHTSPHARISCHER TOPOLOGIE

3.2.3 Phasendiagramme toroidaler Vesikel

Mit den in den letzten Abschnitten eingefithrten Methoden lassen sich die Pha-
sendiagramme fiir das SC— und das BC-Modell bestimmen. Ausgangspunkt sind
Energiediagramme der stationdren Formen. Stationidre Formen koénnen entweder
Sattelpunkte oder lokale Minima der Kriimmungsenergie sein. Die Unterschei-
dung zwischen beiden Féllen erfordert im allgemeinen eine vollstindige Stabi-
litdtsanalyse. Die Stabilitat beziiglich axialsymmetrieerhaltender Deformationen
kann jedoch allein durch die Analyse der Struktur der Energiediagramme be-
stimmt werden. Die Instabilitdten beziiglich axialsymmetriebrechenden Defor-
mationen wird dann mit Hilfe konformer Abbildungen untersucht.

Fir die Diskussion der Phasendiagramme ist das Konzept von Formumwand-
lungen von zentraler Bedeutung. In den Phasendiagrammen existieren verschie-
dene Bereiche, in denen jeweils ein Blatt stationarer Formen die geringste Energie
bestizt. Formumwandlungen finden entlang von Linien statt, bei denen das Blatt
kleinster Energie wechselt. In Analogie zu Phaseniibergangen thermodynami-
scher Systeme kénnen Formumwandlungen kontinuierlich oder diskontinuierlich
sein. Kontinuierliche Formumwandlungen finden statt, wenn eine symmetrie-
brechende Bifurkation auf ein neues Blatt geringerer Energie fiihrt. Dagegen
erfolgt eine diskontinuierliche Formumwandlung, wenn sich zwei Blatter niedrig-
ster Energie kreuzen. Beispiele fiir beide Situationen sind in den Abbildungen

3.3 und 3.5 zu sehen.

Das Phasendiagramm des SC—Modells

Das Phasendiagramm des SC-Modells wird durch die Energie F' als Funktion von
v und ¢q festgelegt. Es zeigt sich, dafl nur zwei Bléatter fir das Phasendiagramm
relevant sind. Dies sind die Blatter diskoider und sichelférmiger Tori, die beide
neben der Axialsymmetrie eine zusatzliche Spiegelebene besitzen. Das Blatt toro-
idaler Stomatozyten besitzt in dem Intervall —2 < ¢g < 2, in dem das SC-Modell
untersucht wurde, eine groflere Energie F' als die Blatter spiegelsymmetrischer
Formen.

Zunéchst wird die Energie F' firr konstante spontane Kriimmung ¢q betrach-
tet. Als Beispiel zeigt Abbildung 3.5 die Energie F von vier Asten als Funktion
von v fir ¢y = 1: Einen Ast diskoider Tori, einen Ast sichelférmiger Tori, einen
Ast toroidaler Stomatozyten und einen Ast zirkularer Tori, der fiir v = vy >~ 0.71
den Cliffordtorus enthélt. Formen kleinster Energie sind fir v < vp =~ 0.4 si-
chelférmige Tori und fiir v > vp zirkuldre Tori. Im Punkt v = vp tritt eine
diskontinuierliche Formumwandlung D,, auf. Die Aste der toroidalen Stomato-
zyten und der diskoiden Tori enden in Grenzformen Ly, und Lg;,.. Ein weiterer
Grenzfall tritt fir sichelférmige Tori auf, deren Kontur am Punkt S/, mit
v =~ 0.03 selbstdurchdringend wird. Bei C* mit v ~ 0.68 werden die zirkuldren
Tori instabil beziiglich axialsymmetriebrechenden konformen Abbildungen.
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Abbildung 3.9: Energie F' als Funktion von ¢q fiir v = 0.55. (a) zeigt die Aste der
diskoiden und der sichelférmigen Tori, die Aste der toroidalen Stomatozyten sind in

(1)

sick

(b) dargestellt. Die toroidalen Stomatozyten bifurkieren in den Punkten Cgys., C
und C (2)

cior, aus den anderen Asten. Der Punkt D,, kennzeichnet eine diskontinuierliche
Formumwandlung zwischen sichelférmigen und diskoiden Tori.

Als weiteres Beispiel ist in Abbildung 3.9 die Energie F' als Funktion von ¢
fir v = 0.55 dargestellt. In (a) sind die Aste spiegelsymmetrischer Formen ge-
zeigt, wogegen in (b) nur die toroidalen Stomatozyten dargestellt sind. Der Ast
diskoider Tori enthélt eine Gibbsschleife, die diskoide Tori von zirkuldren Formen
entlang dieses Astes trennt. Der Ast sichelférmiger Tori schneidet den diskoiden
Ast an der Stelle D,, mit ¢, ~ 0.1. Die Aste toroidaler Stomatozyten bifurkie-
ren in den Punkten C), ¢

eiors Case und Cyise aus den beiden anderen Asten. Ein

Ast toroidaler Stomatozyten endet in einer Grenzform L, mit verschwindendem
Lochdurchmesser. Diese Struktur der Aste andert sich fiir v > vy ~ 0.71. Als
Beispiel zeigt Abbildung 3.10 die Energie F' als Funktion von ¢y fiir v = 0.73.
Im dargestellten co—Intervall existert nur der Ast sichelformiger Tori. Dieser Ast
zeigt eine Gibbsschleife, die eine diskontinuierliche Formumwandlung D,, zwi-
schen sichelférmigen und zirkuldren Tori entspricht. Im Punkt C* mit ¢y ~ —0.5
werden zirkuldre Formen instabil beziiglich axialsymmetriebrechenden konformen

Abbildungen.

Diese Betrachtungen stationdrer axialsymmetrischer Formen fiihren zusam-
men mit der Stabililtédtsanalyse beziiglich konformer Abbildungen auf das Pha-
sendiagramm des SC-Modells, das in Abbildung 3.11 dargestellt ist. Es enthélt
drei Gebiete: Fin Gebiet axialsymmetrischer sichelférmiger Tori, ein Gebiet zir-
kularer Tori und ein grofles Gebiet nichtaxialsymmetrischer Formen. Die beiden
axialsymmetrischen Bereiche werden durch die diskontinuierliche Phasengrenze
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Abbildung 3.10: (a) Energie F' als Funktion von ¢g fiir v = 0.73. Die zirkuldren
Tori auf der rechten Seite von C* sind instabil beziiglich axialsymmetriebrechenden
Deformationen. Die Gibbsschleife bei D, ist in (b) vergroBert dargestellt.

D,, getrennt. Die Axialsymmetrie dieser Formen wird entlang der Linien C7;

bzw. CF;,. durch kontinuierliche Formumwandlung gebrochen. Diese Linien en-
den in zwei kritischen Endpunkten D; und D, auf der Phasengrenze D,,. Die
Linie D,, erstreckt sich in das nichtaxialsymmetrische Gebiet, wo sie im kriti-

schen Punkt D., endet. Der Cliffordtorus ist entlang einer Linie C'L, die die
Linien Cj;,. und D,, bei v = v, verbindet, Form minimaler Energie.

Die Linien C'};; und Cj;,, stellen Schranken an die exakten symmetriebrechen-
den Instabilitaten dar, die eine vollst &ndige Stabilit atsanalyse ergeben wiirde:
Das Gebiet nichtaxialsymmetrischer Formen erstreckt sich mindestens bis zu den
Linien C7;; und CJ;,.. Im Falle des Cliffordtorus erzeugen konforme Abbildun-
gen genau die instabile Eigenmode. Daher ist ('}, die exakte Phasengrenze bei
v = vy. Eine Vorstellung vom Aussehen nichtaxialsymmetrischer Formen nahe
bei Cj;,. erhédlt man durch Anwendung einer konformen Abbildung auf eine in-
stabile axialsymmetrische Form. Beispiele sind der in Abbildung 3.7 gezeigte
Cliffordtorus und seine konformes Bild. Entsprechendes gilt f iir die Axialsym-
metriebrechung sichelf 6rmiger Tori entlang der Linie C'} .. Abbildung 3.8 zeigt
einen sichelf6rmigen Torus gemeinsam mit einem konformen Bild als N dherung
fiir nichtaxialsymmetrische Formen unterhalb von C' J; .

Die Linien M; und M; geben die Grenzen der Metastabilit 4t in der Umge-
bung der diskontinuierlichen Phasengrenze D, , wieder®. Startet man ausgehend

vom Gebiet sichelférmiger Tori und iiberquert die Linie D,,, so werden die si-

3bei Einschrinkung auf axialsymmetrische Formen
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Abbildung 3.11: Phasendiagramm fiir toroidale Vesikel im SC-Modell. Die beiden Kon-
trollparameter sind das reduzierte Volumen v und die reduzierte spontane Kriimmung
¢g. Die Linie D,, diskontinuierlicher Formumwandlungen endet im kritischen Punkt
D,p,. Sie trennt ein Gebiet zirkuldrer Tori von einem Gebiet sichelférmiger Tori. Ent-
lang der Linie S/ beginnen die sichelférmigen Tori sich selbst zu durchdringen.
Die beiden Linien C7;, und C};. . geben die Instabilitit axialsymmetrischer Formen
beziiglich konformen Abbildungen an. Zwei verschiedene Typen nichtaxialsymmetri-
scher Formen konnen unterschieden werden: (i) nichtaxialsymmetrische sichelférmige
Tori und (ii) nichtaxialsymmetrische zirkuldre Tori. Der Cliffordtorus ist entlang der

unterbrochenen Linie CL mit v = v, die Form minimaler Energie.
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Abbildung 3.12: (a) Energie G als Funktion von m fiir festes reduziertes Volumen
v = 0.73. (b) zeigt Details der Aste in der Nihe der Grenzform L... Der Punkt C*
in der Nihe der Grenzform L.;,. bezeichnet den Punkt konformer Instabilitit.

chelférmigen Tori metastabil und die zirkuléren Tori werden zu Formen kleinster
Energie. Bei Erreichen der Linie M; werden sichelférmige Tori instabil. Analog
hierzu werden zirkuldre Tori bei M; instabil. Von Bedeutung ist auch die Linie
Slgicr, entlang der die Kontur axialsymmetrischer Formen selbstdurchdringend
wird. Fiir die Berechnung von Formen hinter dieser Linie miissen Selbstwechsel-
wirkungen der Membran beriicksichtigt werden.

Das Phasendiagramm des BC—Modells

Im BC-Modell wird die Energie G als Funktion von v und m betrachtet. Ab-
bildung 3.3 (a) zeigt GG als Funktion von m fir die Aste stationdrer Formen
mit v = 0.55. Der Ast sicheltérmiger Tori beginnt fiir kleine m in der Grenz-
form Lger. In der Néhe dieser Grenzform sind die sichelférmigen Tori instabil
bezliglich Axialsymmetriebrechung durch konforme Abbildungen. Der Punkt C*
mit v >~ 0.45 gibt die Grenze der Instabilitdat an. Jenseits des Punktes Ciilc)k,
an dem der Ast toroidaler Stomatozyten aus dem Ast sichelférmiger Tori bifur-
kiert, sind sichelférmige Tori lokal instabil. Fiir groflere Werte von m existiert

(2)

sick?
chelférmigen Tori trifft. Der Ast diskoider Tori beginnt in der Grenzform L.;,. mit

exakt kreisféormigem Querschnitt und endet in einer Grenzform Lg;;.. Der Punkt
C* nahe bei L.,. zeigt, daBl L.;,. instabil beziiglich Axialsymmetriebrechung ist.
Die toroidalen Stomatozyten bifurkieren im Punkt Cg,. aus dem Ast diskoider
Tori. Dieses Energiediagramm fithrt auf eine Folge von Formen kleinster Energie,
die in Abbildung 3.3 (b) dargestellt ist. Dieses Szenario ergibt sich in ahnlicher

eine weitere Bifurkation C' bei der ein Ast toroidaler Stomatozyten auf die si-
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Abbildung 3.13: Phasendiagramm fiir toroidale Vesikel im BC-Modell. Vier Gebiete
kénnen unterschieden werden: Ein Gebiet diskoider Tori, ein Gebiet sichelférmiger
Tori, ein Gebiet toroidaler Stomatozyten und ein Gebiet nichtaxialsymmetrischer Tori.
Alle Gebiete sind durch die kontinuierlichen Formumwandlungen Cy;se, Csicr und C*
getrennt. Der Cliffordtorus liegt im multikritischen Punkt C'L. Die Linien Lg;sc, Lsick

und Lg, geben die Lage der unterschiedlichen Grenzformen an. Die Kontur diskoider
Tori beginnt sich entlang der Line 51y, delbst zu durchdringen.
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Form fiir v < 0.55 < vy ~ 0.71. Bei v = vy treffen sich die Aste diskoider und
sichelférmiger Tori im Cliffordtorus und bilden einen , Knick® mit singularer Ab-
leitung dG/dm. Fir v > v, dndert sich die Struktur der Energiediagramme. In
diesem Fall ist die Energie des diskoiden Astes grofler als die des sichelférmigen
Astes. Der Ast toroidaler Stomatozyten existiert fiir v > v nicht. Als Beispiel
zeigt Abbildung 3.12 die beiden Aste fiir v = 0.73. Der Ast sichelformiger Tori
beginnt in einer Grenzform L. mit kreisférmigem Querschnitt. Entlang dieses
Astes existieren zwei Punkte C* konformer Instabilitat. Zwischen diesen Punkten
sind axialsymmetrische Formen stabil.

Diese und weitere Energiediagramme fithren auf das Phasendiagramm des
BC—-Modells, das in Abbildung 3.13 dargestellt ist. Zu beachten ist, dafl m nur po-
sitive Werte annehmen kann, da fiir geschlossene Flachen die mittlere Kriimmung
im Mittel positiv ist. Vier verschiedene Gebiete kénnen unterschieden werden:
Ein Gebiet diskoider Tori, ein Gebiet sichelférmiger Tori, ein Gebiet toroidaler
Stomatozyten und ein Gebiet nichtaxialsymmetrischer Formen. Die Spiegelsym-
metrie der diskoiden und der sichelférmigen Tori wird an den Linien Cys. bzw.
Csick gebrochen. Zwischen diesen beiden Linien liegt das Gebiet toroidaler Sto-
matozyten ohne Spiegelsymmetrie.

Die Linie C* kontinuierlicher Formunwandlungen trennt das Gebiet nichtaxial-
symmetrischer Formen fiir grofie v von den Gebieten axialsymmetrischer Formen
bei relativ kleinen Werten von v. Diese Linie beginnt bei grofien Werten von m
mit zirkuldren Formen und setzt sich in den Bereich sichelférmiger Tori fort. Sie
endet im Punkt (v, m) = (0,0). Der Cliffordtorus liegt im multikritischen Punkt
CT', in dem sich alle kontinuierlichen Phasengrenzen treffen.

Die konforme Instabilitat entlang der Linie C* tritt im BC—Modell bei genau
den gleichen Formen wie im SC-Modell auf. Im Cliffordtorus gibt diese Linie die
exakte Phasengrenze an, abseits des Cliffordtorus liefert sie eine untere Schranke
fiir die Ausdehnung des nichtaxialsymmetrischen Gebietes. Die in den Abbildun-
gen 3.7 und 3.8 gezeigten Beispiele nichtaxialsymmetrischer Formen gelten auch
fiir das BC—Modell. Die unterbrochenen Linien im Phasendiagramm geben die
Lage der Grenzformen und der selbstdurchdringenden Formen wieder.

Im Phasendiagramm des BC—Modells fiir toroidale Vesikel sind alle Formum-
wandlungen kontinuierlich. Diese Eigenschaft ist zuerst im Fall spharischer To-
pologie beobachtet worden [76]. Es ist jedoch kein Grund fiir das Fehlen diskon-
tinuierlicher Formumwandlungen fiir beliebige Topologie bekannt.

3.2.4 Toroidale Formen mit Fliachendifferenzelastizitat:
Vergleich mit Experimenten

Die Energie— und Phasendiagramme des SC— und des BC-Modells geben ein de-

tailliertes mathematisches Verstdndnis von toroidalen Formen und Formtypen,
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wie sie durch die Krimmungsenergie beschrieben werden. Alle diese Formtypen
treten auch als stationdre Formen im ADE-Modell auf. Dieses Modell gibt eine
umfassendere Beschreibung der Physik von Vesikeln, enthélt jedoch einen zuséatz-
lichen Modellparameter, die relative Kompressibilitdt der Monoschichten «. Fiir

a =0 bzw. o = oo erhalt man wieder das SC— bzw. das BC-Modell.

Der Vergleich experimentell beobachteter Formumwandlungen sphérischer Ve-
sikel mit den theoretisch bestimmten Phasendiagrammen des SC— und des BC-
Modells zeigte, das dafl BC-Modell eine bessere Beschreibung der beobachteten
Phénomene lieferte, als das SC-Modell [6]. Beriicksichtigt man jedoch auch die
Elastizitdt der Monoschichten, so tithrt deren Beschreibung als elastisches Konti-
nuum zu o ~ 1 [89, 55]. Ein &hnlicher Wert ergibt sich bei dem Vergleich experi-
menteller Beobachtungen von Knospenbildung homogener Vesikel mit theoretisch
bestimmten Phasendiagrammen sphérischer Formen im ADE-Modell [53, 55] so-
wie aus Mikropipettenexperimente, bei denen enge Rohren (,tethers“) aus einer
Doppelschicht gezogen werden [88]. Daher sollte eine moglichst realistische Be-
schreibung von Vesikeln durch das ADE-Modell mit o >~ 1 gegeben sein.

Im folgenden wird daher das Phasendiagramm des ADE-Modells mit o = 1
als Grundlage fiir den Vergleich theoretischer Vorhersagen mit experimentellen
Beobachtungen toroidaler Vesikel verwendet. Dieses Phasendiagramm wird durch
die verallgemeinerte Legendretransformation (2.16) aus den Energiediagrammen
des BC-Modells bestimmt. Die Instabilitat beztiglich axialsymmetriebrechenden
konformen Abbildungen tritt, wie in Anhang B beschrieben ist, im ADE-Modell
bei den gleichen Formen auf, wie im BC-Modell. Daher werden die Linien C*
konformer Instabilitat im BC-Modell ebenfalls durch die verallgemeinerte Legen-
dretransformation (2.16) in das ADE-Modell transformiert.

Das Phasendiagramm des ADE—Modells

Das Phasendiagramm des ADE-Modells fiir @« = 1 ist in Abbildung 3.14 als
Funktion des reduzierten Volumens v und der reduzierten optimalen Flachendif-
ferenz mg gezeigt. Dieses Phasendiagramm ist dem in Abbildung 3.13 dargestell-
ten Phasendiagramm des BC-Modells dhnlich. Auch im Phasendiagramm des
ADE-Modells existiert ein grofles Gebiet nichtaxialsymmetrischer Formen. Die-
ses Gebiet wird durch die Linie C* von dem Bereich axialsymmetrischer Formen
getrennt. Alle Bléatter axialsymmetrischer Formen kommen im ADE-Modell als
Formen kleinster Energie vor: Diskoide Tori, sichelférmige Tori und toroidale
Stomatozyten. Symmetriebrechende Formumwandlungen finden entlang der Li-
nien C*, Cy;s. und Cj;er statt. Diese Formumwandlungen sind alle kontinuierlich.
Eine Linie D diskontinuierlicher Formumwandlungen, die im kritischen Punkt D,
endet, trennt diskoide Tori von zirkularen Tori innerhalb des Gebietes axialsym-
metrischer Formen mit Spiegelsymmetrie. Der Cliffordtorus ist im ADE-Modell
entlang einer Linie C'L die Form minimaler Energie.
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Abbildung 3.14: Phasendiagramm fiir toroidale Vesikel im ADE-Modell mit a = 1.
Das Phasendiagramm enthélt ein Gebiet nichtaxialsymmetrischer Formen und zwei
Gebiete axialsymmetrischer Formen: (i) Axialsymmetrsiche Formen mit Spiegelsym-
metrie und (ii) toroidale Stomatozyten. Entlang der Linien Cyjis. und Cjie wird die
Spiegelsymmetrie, entlang der Line C* die Axialsymmetrie diskoider und sichelférmiger
Tori gebrochen. Innerhalb des Bereichs spiegelsymmetrischer axialsymmetrischer For-
men existiert eine Linie D diskontinuierlicher Formumwandlungen zwischen zirkuldren
und diskoiden Tori, die in einem kritischen Punkt D., endet. Das Beispiel einer Tem-
peraturtrajektorie ist als gestrichelte Linie (¢t) gezeigt.
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Experimentell beobachtete Formen und ihr Auftreten in den Phasen-
diagrammen

Die von Fourcade,Mutz und Bensimon [25] und von Michalet und Bensimon
[57] beobachteten fluiden Genus—1 Vesikel lassen sich unmittelbar im Phasendia-
gramm des ADE-Modells mit o = 1 lokalisieren. Ein Beispiel ist der in Abbildung
1.7 (e) und (f) gezeigte axialsymmetrische zirkulare Torus. Fiir dieses Vesikel ge-
ben die Autoren von [25] den Wert v ~ 0.5 an. Der entsprechende Wert von mg
kann nicht direkt gemessen werden. Im Prinzip kénnte mg bestimmt werden, in-
dem beobachtete Formen prazise mit berechneten Formen verglichen werden. Die
Betrachtung des Phasendiagramms zeigt, daf} zirkulare Tori mit v = 0.5 in einem
groflen Intervall von mg tatsidchlich existieren. Ein weiteres Beispiel ist die in
Abbildung 1.7 (a) und (b) dargestellte nichtaxialsymmetrische Form mit v ~ 0.8
[57]. Das Phasendiagramm des ADE-Modells zeigt, daBl Formen mit v 2 0.77
fiir alle mg nichtaxialsymmetrisch sind. Interessant sind auch die beiden Schnitte
(c¢) und (d) durch ein Vesikel mit v ~ 0.71. Dieses Vesikel ist eine physikalische
Realisierung des Cliffordtorus [57].

Die beobachteten Formtypen treten fiir beliebige Werte von « und damit
auch in den Grenzféllen des SC— und des BC-Modells als Formen minimaler
Energie auf. Damit ist die Bestimmung des Wertes von « fiir die beobachteten
Vesikel nicht moglich. Dies wiirde sich d&ndern, wenn in Zukunft auch toroidale
Stomatozyten entdeckt wiirden. Da diese Formen fiir kleine Werte von « nicht
als Energieminima auftreten, wiirde ihre Beobachtung eine untere Schranke fiir
a liefern.

Vorhersagen iiber zukiinftige Experimente

Die bisher durchgetithrten Experimente konzentrierten sich auf die Beobachtung
toroidaler Formen ohne Anderung &duBerer Parameter. Fiir einen sorgfaltigen
Test der hier vorgestellten Theorie miiite jedoch ein Parameter systematisch va-
ritert werden. Temperaturdnderungen sind erfolgreich verwendet worden, um
Formumwandlungen sphéarischer Vesikel zu induzieren [6, 42]. Dabei beeinflufit
eine Temperaturdnderung sowohl v als auch mg. Dieser Effekt beruht auf der
thermischen Ausdehnung der Membran und des eingeschlossenen Wassers und
fithrt auf Temperaturtrajektorien im Phasendiagramm. Die diesen Trajektorien
entsprechende Abfolge von Formumwandlungen wird signifikant von einer klei-
nen Asymmetrie der thermischen Ausdehnungskoeffizienten der Gréfienordnung
1072 beeinfluBt [6, 76]. Bisher gibt es jedoch weder unabhéngige Messungen noch
Schatzungen dieser Asymmetrie. Daher wird im folgenden nur der Fall symme-
trischer thermischer Ausdehnung behandelt.

Unter der Annahme eines konstanten Volumens der Doppelschicht kénnen
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Temperaturtrajektorien durch [76]

beschrieben werden, wobei (v, mg) einen Startpunkt im Phasendiagramm bezeich-
net. Abbildung 3.14 zeigt den Verlauf einer Temperaturtrajektorie (¢¢). Im Fall
sinkender Temperatur steigt das reduzierte Volumen v, wéahrend mg abnimmt.
Ausgehend von dem Gebiet axialsymmetrischer diskoider Tori schneidet die Tem-
peraturtrajektorie die kontinuierliche Phasengrenze C*, bei der die Axialsymme-
trie gebrochen wird. Das ADE-Modell sagt fiir jeden axialsymmetrischen Torus
voraus, dafl bei abnehmender Temperatur eine kontinuierliche Formumwandlung
zu einer nichtaxialsymmetrischen Form erfolgt. Da diese Formumwandlung re-
versibel ist, wird die Axialsymmetrie bei Temperaturerh6hung, d.h. Abnahme
von v, wiederhergestellt. Diese Vorhersage gilt auch fir groflere Werte von o und

das BC—Modell.

Im Phasendiagramm des ADE-Modells mit o = 1 existieren metastabile For-
men nur in einem sehr kleinen Streifen entlang der diskontinuierlichen Phasen-
grenze D. Daher sind praktisch alle Formumwandlungen reversibel. Dies un-

terscheidet das ADE-Modell fiir a 2 1 signifikant vom SC-Modell, bei dem ein

grofler metastabiler Bereich zwischen den beiden Linien M; und M; existiert.

Ein neuer Typ toroidaler Gleichgewichtsformen, der bisher noch nicht beob-
achtet wurde, wird vom ADE-Modell mit @ = 1 vorhergesagt: Zwei kontinuierli-
che Phasengrenzen Cy;.; und Cy;s. trennen toroidale Stomatozyten ohne Spiegel-
symmetrie von den spiegelsymmetrischen Formen. Das Phasendiagramm zeigt,
dafl das Gebiet toroidaler Stomatozyten nicht iiber Temperaturtrajektorien, die
von den beobachteten zirkuldren oder nichtaxialsymmetrischen Tori ausgehen,
erreicht werden kann. Wenn es experimentell gelingt, mg bei festem v zu verklei-
nern, sollte ein zirkulérer Torus seine Spiegelsymmetrie verlieren und zu einem
toroidalen Stomatozyten werden. Bei weiter abnehmendem my sollte die Spiegel-
symmetrie bei Erreichen der Linie Cj;.;, wiederhergestellt werden.

Die optimale Flichendifferenz mg kann ohne Anderung des reduzierten Vo-
lumens geandert werden, indem Lipidmolekiile zwischen den Monoschichten um-
verteilt werden. Fiir Vesikel sphéarischer Topologie haben Fargé und Devaux eine
derartige Umverteilung in einer Lipidmischung mit Hilfe eines pH-Gradienten
tiber der Membran induziert [22]. Ein dhnliches Experiment mit toroidalen Ve-
sikeln konnte die Uberpriifung der hier vorgestellten theoretischen Vorhersagen
ermoglichen.
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3.3 Vesikel hoherer Topologie: Konforme Ent-
artung und konforme Diffusion

Nach der Behandlung der Formen toroidaler Vesikel in Kapitel 3.2, werden jetzt
Formen von Vesikeln héherer Topologie untersucht. Diese Betrachtungen werden
fiir topologischen Genus ¢ = 2 durchgetiihrt.

Formen des topologischen Genus ¢ = 2 sind immer nichtaxialsymmetrisch.
Aus diesem Grund koénnen stationdre Formen nicht mehr, wie im Fall sphéarischer
und toroidaler Formen, als Losungen von Formgleichungen berechnet werden.
Fir die Untersuchung von Vesikelformen hdherer Topologie miissen daher an-
dere Methoden verwendet werden. Die hier verwendete Methode basiert auf der
Analyse der Eigenschaften von Willmoreflachen und deren konformer Entartung.
Fir topologischen Genus ¢ > 2 existiert wegen der konformen Invarianz der
Biegeenergie eine dreidimensionale Schar W, entarteter Willmoreflachen. Diese
Formen treten alle als Losungen des Formproblems in den Phasendiagrammen
der Krimmungsmodelle auf. Es zeigt sich, daf} allein durch die mathematische
Struktur des Raumes W, grofie Bereiche der Phasendiagramme festgelegt sind.

Fir g > 2 wird auBerdem die konforme Entartung der Willmoreflaichen nicht
vollstandig durch die physikalischen Nebenbedingungen aufgehoben. Dies fithrt
in den Phasendiagrammen fiir Genus—2 Vesikel zu einem Gebiet mit einfach ent-
artetem Grundzustand. Fir die entsprechenden Formen werden ungewdhnliche
thermische Fluktuationen vorhergesagt, die einer konformen Diffusion entspre-
chen und die konformen Abbildungen von Willmoreflachen physikalische Realitét
verleihen [39)].

In den folgenden Abschnitten werden diese Ergebnisse naher erlautert. Aus-
gangspunkt sind Lawsonflachen, deren Eigenschaften in Abschnitt 3.3.1 behandelt
werden. In Abschnitt 3.3.2 wird der Raum W, der Genus—2 Willmoreflachen aus
konformen Bildern der Lawsonflache konstruiert und die Struktur dieses Raumes
diskutiert. Die Beriicksichtigung der physikalischen Nebenbedingungen fithrt in
Abschnitt 3.3.3 auf die konforme Entartung physikalischer Vesikel. Das mit die-
ser Methode hergeleitete Phasendiagramm des BC-Modells fiir Genus—2 Vesikel
wird in Abschnitt 3.3.4 beschrieben. Das Kapitel endet mit einer Diskussion
konformer Diffusion im ADE-Modell und der Beschreibung einiger Vesikel hohe-
rer Topologie, die kiirzlich von Michalet und Bensimon experimentell beobachtet

worden sind [58, 59].
3.3.1 Lawsonflaichen

Die Vermutung von Kusner

Die Untersuchung stationdrer Formen von Genus—2 Vesikeln basiert auf dem
Verstandnis der Willmoreflachen dieser Topologie. In Kapitel 3.1 wurde die Ver-
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wandschaft von Willmoreflichen im Raum R? mit Minimalflichen in der vierdi-
mensionalen Einheitskugel

S*={(r,y,z,w) eR" | 2 +y*+2+w’ =1} (3.24)

eingefiihrt.

Dieser Zusammenhang beruht auf folgender Idee: Eine beliebige geschlossene
Fliche in 8% kann durch eine stereographische Projektion in den dreidimensiona-

len Raum R? abgebildet werden. Diese Abbildung ist durch

X = z/(14+w)
Y o= y/(1+w)
Z = z/(l +w) (3.25)

definiert, wobei (z,y, z,w) € R* die Koordinaten eines Punktes der Flache, und
(X,Y,Z) € R? die Koordinaten des Bildpunktes sind. Der Wert des Funktionals
G, der auf diese Weise in R? erzeugten Flache, 148t sich durch das Integral

K A

G = Tég(zﬂ)w/x — 2k ?23(1 + %A (3.26)
iiber die urspriingliche Fliche in &% ausdriicken [34, 44, 67, 86]. Hier bezeichnet
H die beziiglich des Raumes §? bestimmte mittlere Kriimmung und dA das durch
die Metrik des R* induzierte Flachenelement in $®. Wenn die Ausgangsfliche eine
Minimalfliiche mit §A = 0 und H = 0 ist?, so folgt fiir deren stereographische
Projektion in R® die Beziehung

G =2kA (3.27)

und

§G=0 . (3.28)

Die durch eine stereographische Projektion erzeugte Flache ist also stationare
Form des Funktionals G ohne Nebenbedingungen®, und es existiert ein einfacher
Zusammenhang zwischen dem Wert von ¢ und dem Flécheninhalt A der Mini-
malflache in 83 [34, 44].

Aus Gleichung (3.28) folgt, dafi die stereographische Projektion derjenigen
Minimalfliche in 82, deren Flicheninhalt am kleinsten ist, ein sehr guter Kandi-

“Eine Minimalfliche ist extremal beziiglich ihres Flicheninhalts, dh. §A = 0. Dies ist
dquivalent zu der Bedingung H = 0 die verlangt, daB die mittlere Kriimmung in jedem Punkt
der Fléche verschwindet [80].

®Diese Aussage ist nicht umkehrbar. Es konnen Flachen mit §G = 0 in R3 existieren, denen
keine Minimalfliche in 83 entspricht.
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dat fiir die Losung des Willmoreproblems ist®. Die Vermutung von Kusner [44]
spezifiziert diese Minimalflachen, indem sie besagt, dal der Willmoreflache fiir to-
pologischen Genus ¢ in R? die von H.B. Lawson definierte Minimalflache &;, [45]
im Raum 82 entspricht. Diese Aussage, die im wesentlichen auf einem Vergleich
oberer Schranken an die Flicheninhalte A unterschiedlicher Minimalflichen be-
ruht, ist eine Verallgemeinerung von Willmores Vermutung. Sie beinhaltet daher
fir ¢ = 1 den Cliffordtorus.

Die stereographischen Projektionen der Minimalflichen {;, in den Raum R?
sind allerdings nicht eindeutig. Unterschiedliche Orientierungen der Fliche &, in
R* fithren auf unterschiedliche Flichen in R® mit gleichem Wert des Willmore-
funktionals G. Diese Tatsache spiegelt die konforme Invarianz von G wieder. Alle
durch unterschiedliche Orientierungen in R* erzeugte Formen in R? sind konform
aquivalent, d.h. sie kénnen durch konforme Abbildungen ineinander iiberfithrt
werden [60]. Genau eine dieser Projektionen in R? besitzt die Symmetrieeigen-
schaften der Minimalflache {;,. Diese Flache wird im folgenden Lawsonfliche des
topologischen Genus g genannt.

Die Familie ¢, ist Teil einer groBeren Familie £, von Minimalflachen in 82 mit
topologischem Genus ¢ = kn. Diese Familie wurde zusammen mit zwei weiteren
Familien von Minimalflichen 7, und 7, im Jahr 1970 von dem Mathematiker
Lawson entdeckt [45]. Weitere Minimalflichen in §* mit anderen Symmetrieeigen-
schaften wurden 1988 von Karcher, Pinkall und Sterling beschrieben [41]. Allen
diesen Flachen ist gemeinsam, daf sie aus von Geodéaten berandeten Flachen-
elementen in 8° bestehen, die durch Symmetrieoperationen an den Réandern zu
einer geschlossenen Fliache ergédnzt werden [41, 45]. In das Netz geodatischer
Randlinien ist die Minimalflache mit der Eigenschaft §A=0 eingespannt. Dieses
Liniennetz definiert die jeweilige Minimalfliche eindeutig und legt deren Symme-
trieeigenschaften fest. Fir die Beschreibung der Randlinien zur Erzeugung der
Flachen &, wird eine Parametrisierung des 8 durch drei Winkel 6, ¢ und v mit

x = cosfcost
= sinfcos
= cos¢siny
w = sin¢siny (3.29)

gewahlt. Die Randlinien der Fliache &, werden mit A,, bezeichnet. Dabei sind

6Zu beachten ist, dafl die stereographische Projektion einer Minimalfliche in $2 sowohl loka-
les Minimum des Willmorefunktionals mit §2G > 0, als auch Sattelpunkt sein kann. Gleichung
(3.26) legt die zweite Variation §2G nicht fest, da im allgemeinen 62A < 0ist. Der Flicheninhalt
A einer Minimalfliche in &3 ist nimlich im allgemeinen kein lokales Minimum. Diese Tatsa-
che hing mit der Geometrie des 83 zusammen und kann am Beispiel einer ,Minimallinie® mit
§L = 0 auf einer Kugel 8%, d.h. einer geschlossenen Kurve extremaler Linge illustriert werden:
»Minimallinien“ sind Grofikreise und damit lokale Maxima der Kurvenlidnge L.
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0<p<2¢+1und0<q <3 ganze Zahlen, und es gilt [44, 45]

Apy ={(0,0,0) € S| =qr/2, O=pr/(g+1), 0<¢<m/2} . (3.30)

Die stereographischen Projektionen der Randkurven A,, der Flache &5 in den

R? sind in Abbildung 3.15 dargestellt. Sie bilden sechs Paare von Kreisen,

7N
X

(@) (b)

Abbildung 3.15: Die Minimalfliche &5 kann als Fliche mit extremalem Flicheninhalt A
eingespannt in ein Netz geodiitischer Randlinien im S§3 definiert werden. Die Abbildung
zeigt in (a) die stereographische Projektion dieser Randlinien in den R?, und in (b)
eine Elementarzelle des Netzes.

die in sechszahliger Symmetrie angeordnet sind. Zusatzlich zu den sechs Spie-
gelebenen existiert eine weitere horizontale Spiegelebene, so dafl das Liniennetz
Dgr,—Symmetrie besitzt. Dabei wurde die in Anhang D beschriebene Schonflies—
Notation fiir Punktgruppen [4] verwendet. Die Genus—2 Lawsonfliche enthalt
das dargestellte Liniennetz und besitzt Dsp—Symmetrie. Sie ist in Abbildung
3.16 dargestellt.

Die Genus—2 Lawsonfliche

Zur Untersuchung der Eigenschaften der Genus—2 Willmoreflichen wird zunéchst
die Genus—2 Lawsonfliche durch Minimierung des Willmorefunktionals G be-
stimmt. Hierfiir eignet sich ein Algorithmus zur Minimierung der Biegeenergie,
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der gemeinsam mit W. Schnitzler fiir die Bestimmung nichtaxialsymmetrischer
sphérischer und toroidaler Formen entwickelt wurde [71, 72]. Eine Flache wird
diskretisiert, indem sie durch ebene Dreiecke approximiert wird. Eine auf dieser
Triangulierung definierte Diskretisierung der Biegeenergie wird dann durch ein
Gradientenverfahren numerisch minimiert.

Die Schwierigkeiten dieser Methode liegen in der Erzeugung einer geeigneten
Startkonfiguration, da das Gradientenverfahren nur in das néachstgelegene Mini-
mum gelangen kann, und in der Wahl einer einfachen und numerisch stabilen Dis-
kretisierung des Willmorefunktionals. Wahrend die fundamentalen Integralmafe
eines Korpers, die Flache A, das Volumen V und die totale mittlere Krimmung
M, auch fiir ein raumliches Polyeder verallgemeinert werden konnen [28], existiert
fir das Willmorefunktional GG keine ,natiirliche® Definition auf einer triangulier-
ten Flache. Die gewdhlten Diskretisierungen aller geomerischen Gréfien sind in

Anhang A.5 beschrieben.

Die Genus—2 Lawsonflaiche ist Ds,—symmetrisch: Sie besitzt eine dreizéhlige
Symmetrieachse, drei Spiegelebenen, die diese Achse enthalten, und eine weitere
Spiegelebene senkrecht zu der Symmetrieachse. Sehr hilfreich bei der Erzeugung

von Startkonfigurationen fiir die Energieminimierung ist die Familie der Flachen
=y, im §%. Diese Fliachen sind definiert durch [45]

S, =1{(0,6,1) € 8| cosl9tt) Ysin((g+1)8)+|sin |9t sin 24 = 0} . (3.31)

Sie enthalten das Netz geodatischer Randlinien A,,, das die Minimalflichen &,
definiert, und besitzen die gleichen Symmetrieeigenschaften und die gleiche To-
pologie wie diese Flachen. Auflerdem ist =19 = &9 die Kugel und =17 = &1
der Cliffordtorus (nach stereographischer Projektion in den R?). Fiir ¢ > 1 un-
terscheiden sich die Flachen ¢, und =, in allen Punkten, aufler in den Linien
Ay,

Die Darstellung (3.31) der Flache =5 kann zur Erzeugung einer Ds,—sym-
metrischen, diskretisierten Startkonfiguration des topologischen Genus ¢ = 2
verwendet werden. Unter Minimierung der diskretisierten Biegeenergie dieser
Startkonfiguration erhalt man die in Abbildung 3.16 gezeigte Approximation der
Lawsonflache L. Die dargestellte Flache besteht aus np = 24576 Dreiecken,
ng = 36864 Kanten und ny = 12286 Vertizes. Mit den in Anhang A.5 de-
finierten Diskretisierungen erhélt man fiir das reduzierte Volumen v ~ 0.677,
fir die reduzierte totale mittlere Kriimmung m ~ 1.037und fiir die Biegeenergie

G =Gy~ (1.75+0.01) - 87k,

Die Symmetrieeigenschaften von L stehen in enger Beziehung zu den Sym-
metrien der Minimalflache ¢;5. Neben der Punktgruppensymmetrie Dsy, ist eine
weitere Symmetrieeigenschaft wichtig: Die Lawsonfliche L ist invariant unter
Inversionen R’ = A?R/R? an einer Kugel mit Radius A, deren Mittelpunkt im
Symmetriezentrum von L liegt. Der Radius der Kugel ist durch die Bedingung
bestimmt, dal die Kugel die Flache L in jedem Schnittpunkt senkrecht schneidet.
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Abbildung 3.16: (a) Zwei Ansichten der Dsp-symmetrischen Lawsonfliche L mit g = 2
und (v, m) >~ (0.68,1.037-47). Diese Fliche wurde durch numerische Minimierung der
diskretisierten Biegeenergie (A.30) einer triangulierten Fliche bestimmt. (b) Projektion
des Liniennetzes der Triangulierung auf die X-Y—-Ebene. Sichtbar ist die dreizéhlige
Symmetrie und der Querschnitt der drei senkrechten ,R6hren®.
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Diese Inversionssymmetrie ist eine besondere Eigenschaft der Lawsonflache L, der
eine Spiegelsymmetrie der Fliche &5 in 82 entspricht.

Zusétzlich zu den Spiegelsymmetrieebenen existiert daher eine ,Inversions-
symmetriekugel® der Lawsonflache. Diese Symmetrieflichen sind von grofier Be-
deutung fiir das Verstiandnis des kompletten Raums W, aller konform &quiva-
lenten Willmoreflichen des topologischen Genus ¢ = 2, der in Abschnitt 3.3.2
diskutiert wird.

3.3.2 Der Raum der Willmoreflichen des topologischen
Genus g = 2

Alle Genus—2 Willmoreflachen kénnen, als konforme Bilder der Lawsonflache L,
durch den Verschiebungsvektor a = (ax, ay,az) der speziellen konformen Abbil-
dungen (3.22) parametrisiert werden. Diese Abbildungen werden auf eine Law-
sonfliche L angewandt, deren Symmetriezentrum den Koordinatenursprung bil-
det und deren dreizéhlige Symmetrieachse mit der Z—Achse tibereinstimmt.

Spezielle konforme Abbildungen setzen sich aus einer Inversion R — R/R?,
gefolgt von einer Verschiebung um den Vektor a und einer weiteren Inversion
zusammen. Die erste Inversion wirkt, wenn sie auf L angewandt wird, wegen
der Inversionssymmetrie dieser Flache wie eine Reskalierung. Daher kénnen in
diesem Fall die speziellen konformen Abbildungen (3.22) durch eine Inversion der
Lawsonflache an einer Einheitskugel, deren Ursprung im Punkt a liegt, ersetzt
werden. Die speziellen konformen Abbildungen (3.22) vereinfachen sich daher im
Fall der Lawsonflache zu’ R

! —a 9 Q¢

R = R-ay (3.32)
Jeder Willmorefliche aus W, entspricht das Inversionszentrum a € R?, in dem
die Inversion der Lawsonflache (3.32) die entsprechende Willmorefliche erzeugt.
Bewegt man das Inversionszentrum entlang einer Kurve durch den R?, so wird
eine einparametrige Schar von Willmoreflachen erzeugt. Trifft diese Kurve einen
Punkt der zu invertierenden Lawsonflache selbst dann transformiert die Inversion
(3.32) diesen Punkt ins Unendliche. Dies fithrt nach einer Reskalierung auf eine
Grenzform S, die aus einer Kugel mit infinitesimalem Henkel besteht. Jedem
Punkt auf der Lawsonfliche entspricht eine derartige Grenzform S mit topolo-
gischem Genus ¢ = 2. Die Lawsonfliche selbst bildet daher den ,Rand® des

Raumes W, im R?, dessen komplizierte Topologie auf diese Weise deutlich wird.
Um zu einem Verstédndnis der Struktur von W, zu gelangen, wird zunéchst eine

vereinfachte zweidimensionale Modellgeometrie betrachtet, die die wesentlichen
Symmetrieeigenschaften der Lawsonflache berticksichtigt und in Abbildung 3.17

“Der Parameter a in Gleichung (3.32) unterscheidet sich durch den Faktor —1 von dem in

Gleichung (3.22).
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Abbildung 3.17: (a) Modellgeometrie zur Untersuchung spezieller konformer Abbildun-
gen, die auf die Lawsonfliche angewandt werden. Die dunklen Kreise reprisentieren
die Schnitte der Lawsonfliche mit ihrer horizontalen Symmetrieebene. Wird das Inver-
sionszentrum entlang der gestrichelten Symmetrielinien verschoben, so werden Konfi-
gurationen Crg, C'gr, und ng mit gebrochener dreizdhliger Symmetrie erzeugt. Die
Punkte B entsprechen der Knopf-Fliche. (b) Die durch Inversion in den Punkten L, B
sowie auf den Linien C'rg, C'gr, und C'J(Blg erzeugten Konfigurationen. Sie entsprechen
den Schnitten der entsprechenden Willmoreflichen mit ihrer horizontalen Symmetrie-
ebene.

dargestellt ist. Anhand dieser vereinfachten Geometrie kann die symmetriebrech-
ende Wirkung spezieller konformer Abbildungen mit az = 0 auf die Lawsonflache
untersucht werden.

Drei Kreise, deren Mittelpunkte ein gleichseitiges Dreieck bilden, reprasentie-
ren den Schnitt der Lawsonflache L mit der horizontalen Symmetrieebene (der
X-Y—-Ebene). Die Schnittflichen der Lawsonflache L sind zwar nicht kreisférmig
(siehe Abbildung 3.16), das Verhalten von Kreisen unter Inversionen am Ein-
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heitskreis ist jedoch einfacher zu beschreiben. Ein Kreis K mit Radius r und
Mittelpunkt m = (mx, my) wird unter einer Inversion am Einheitskreis in einen
Kreis K’ mit Radius " und Mittelpunkt m’ transformiert, mit

’l und m'=m/(m*-r?) . (3.33)

r'=r/lm*—r

Neben den vereinfachten Schnittflichen der Lawsonflache sind in Abbildung 3.17
die Symmetrielinien der Lawsonflache in der X—Y—-Ebene als unterbrochene Li-
nien dargestellt. Dies sind drei Spiegelgeraden und der Inversionssymmetriekreis,
der senkrecht auf die Schnittflichen von L trifft.

Bewegt man das Inversionszentrum ausgehend von dem Ursprung a = 0,
der der Lawsonfliche L entspricht, entlang der Symmetrielinien in der X-Y -
Ebene, dann wird die dreizdhlige Symmetrie gebrochen, und eine Symmetrie-
ebene bleibt (zusatzlich zur X-Y—Ebene) erhalten. Drei unterschiedliche Typen
Cy,—symmetrischer Willmoreflachen werden auf diese Weise erzeugt: Formen des
Typs Cprs beginnen mit der Lawsonfliche L und enden in einer Grenzform §S.
Die Formen Cpr, verbinden die Lawsonflache mit der in Abbildung 3.18 darge-
stellten Dyp—symmetrischen Knopf-Flache B (,button surface*). Diese Form,
die wie die Lawsonflache ein Symmetriezentrum besitzt, entsteht durch Inversion
in den Schnittpunkten der Spiegelebenen mit der Inversionssymmetriekugel der
Lawsonflaiche. Ausgehend von der Knopf-Fliache B existiert eine Linie CB% mit
Cy,—symmetrischen Formen. Die entsprechenden Flachen enden ebenfalls in einer
Grenzform S.

Die bisher diskutierten Inversionszentren liegen in der X—Y—Ebene. Alle be-
sprochenen Formen sind daher symmetrisch beziiglich Spiegelungen an dieser
Ebene. Diese Spiegelsymmetrie wird durch Verschieben des Inversionszentrums
in Z-Richtung gebrochen. Auf diese Weise werden zwei weitere Familien von
Formen erzeugt: Eine Linie C' ngs) mit Cs,—symmetrischen Formen, die mit der
Lawsonflache beginnt und in einer Grenzform S endet. Die entsprechenden In-
versionszentren a = (0,0, az) liegen entlang der Z—Achse. Eine weitere Linie Cgg
mit Cy,—symmetrischen Formen beginnt mit der Knopf-Flache. Die Inversions-
zentren, die dieser Linie entsprechen, liegen auf dem Kreisbogen, der durch den
Schnitt der Inversionssymmetriekugel mit der Y—Z-Ebene definiert ist.

Abbildung 3.19 zeigt Beispiele fiir diese Familien von Willmoreflichen, die
alle durch symmetriebrechende spezielle konforme Abbildungen aus der Law-
sonfliche L hervorgehen. Die dargestellten Formen besitzen mindestens zwei
Symmetrieebenen, da die gewéahlten Inversionszentren aut Schnittlinien von zwe:
Symmetrieflachen der Lawsonfliche liegen. Diese noch verbliebenen Symmetrien
kénnen durch spezielle konforme Abbildungen, deren Inversionszentrum die Sym-
metrieflaichen der Lawsonfliche verlafit, gebrochen werden. Auf diese Weise wird
der dreidimensionale Raum W, der Genus—2 Willmorefldchen erzeugt.

Die Struktur und die Topologie von W, kann folgendermaflen zusammgefafit

werden: Der Raum R? 148t sich auf W, abbilden. Der Rand von W, besitzt im R?
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Abbildung 3.18: Zwei Ansichten der Dy,—symmetrischen Knopf{-Fliche B mit topolo-
gischem Genus g = 2 und (v, m) ~ (0.66,1.084 - 47). Diese Fliche entsteht durch eine
spezielle konforme Abbildung der Lawsonfliche L.

die Form der Lawsonfliche L. Punkten auf diesem Rand entsprechen singulére
Willmoreflachen S, die aus einer Kugel bestehen, an der ein infinitesimaler Henkel
mit zwei Lochern angebracht ist. Die Abbildung R® — W besitzt die Symme-
trieeigenschaften der Lawsonfliche. Die entsprechenden Symmetrieflichen bilden
einen zweidimensionalen Unterraum von W,, bestehend aus Willmoreflachen mit
mindestens einer Symmetrieebene (Cy,—Symmetrie). Die Schnittlinien der Sym-
metrieflachen bilden einen eindimensionalen Unterraum von W,. Dieser besteht
aus den oben klassifizierten Flachen mit mindestens zwei Symmetrieebenen (Cy,
bzw. Cs,—Symmetrie). Willmoreflaichen groiter Symmetrie entsprechen diskreten
Punkten, in denen sich mindestens drei Symmetrieflachen schneiden: Die Dyj,—
symmetrische Knopf-Flache B als Schnittpunkt von drei, die D3;—symmetrische
Lawsonflache L als Schnittpunkt von vier sich schneidenden Symmetrieflichen.

Diese Uberlegungen gelten auch fiir Lawsonflichen hoherer Topologie. Law-
sonflichen des topologischen Genus g besitzen neben einer Inversonsymmetrieku-
gel auch D,,—Symmetrie, das heifit neben der X—Y -Symmetrieebene eine (g+1)-
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Abbildung 3.19: Fiinf Familien von Willmoreflichen mit Cs, bzw. C3,—Symmetrie und
topologischem Genus g = 2. Alle dargestellten Flichen entstehen durch spezielle kon-
forme Abbildungen aus der Lawsonfliche L.
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zahlige Symmetrieachse und g + 1 Spiegelebenen, die diese Achse enthalten. Alle
Symmetrieargumente lassen sich unmittelbar verallgemeinern. Zu beachten ist,
daB diese Uberlegungen auf Kusners Vermutung basieren und deren Richtigkeit
voraussetzen.

3.3.3 Konforme Entartung und konforme Diffusion

In diesem Abschnitt wird am Beispiel des BC—Modells die Rolle der Willmo-
reflachen fiir die Physik von Genus-2 Vesikeln diskutiert. Vesikelformen im BC-
Modell sind Minima von G fiir festes reduziertes Volumen v und feste totale
mittlere Krimmung m. Alle Formen des Raumes W, treten, da sie absolute
Minima von G sind, im Phasendiagramm fiir Genus—2 Vesikel auf. Jeder Will-
morefliche entspricht in diesem Phasendiagramm der Punkt (v, m), der durch
die Werte von v und m der Flache festgelegt ist. Dies entspricht einer Projek-
tion von W, auf ein Gebiet W in der (v,m)-Ebene, in dem Willmoreflachen
stationire Formen sind. Aus diesen Uberlegungen folgt unmittelbar, daB der
Grundzustand innerhalb des Gebietes W einfach entartet ist: Bei der Projektion
des dreidimensionalen Raumes W in die (v, m)-Ebene wird eine einparametrige
Untermenge von W, auf einen Punkt (v,m) abgebildet. In diesem Punkt exi-
stiert daher eine einparametrige Schar entarteter Grundzustidnde, die alle durch
konforme Abbildungen auseinander hervorgehen: Der Grundzustand ist konform
entartet. Diese Entartung entspricht einer konformen Mode, die das reduzierte
Volumen v, die reduzierte totale mittlere Krimmung m und die Biegeenergie G
konstant hilt. Eine derartige konforme Mode existiert in jedem Punkt (m,wv)
innerhalb des Gebiets W. Konforme Moden sind ,,weiche® Moden, die mit kei-
ner Energiednderung verbunden sind. Die Fluktuationen der Form, die diesen
Moden entsprechen, werden von keiner riickfithrenden Kraft unterdriickt. Vesi-
kel im Gebiet W des Phasendiagramms sollten daher ungewthnliche thermische
Formfluktuationen zeigen. Diese Fluktuationen, die wir konforme Diffusion ge-
nannt haben [39], entsprechen einem Zufallspfad im Raum der Formen entlang
der konformen Mode.

Das Gebiet konformer Entartung in der (v, m)-Ebene

Eine durch den Vektor a der speziellen konformen Abbildungen (3.22) parametri-
sierte Willmoreflache besitzt das reduzierte Volumen v(a) und die totale mittlere
Kriimmung m(a). Ein quantitativer Zusammenhang zwischen der Projektion ei-
ner Willmoreflache in die (v, m)-Ebene und den Symmetrieeigenschaften dieser
Flache kann durch die Betrachtung infinitesimaler spezieller konformer Abbildun-
gen hergeleitet werden.

Eine infinitesimale spezielle konforme Abbildung mit |a|] < 1, die auf eine
Form mit den Anfangswerten v = vy und m = my angewandt wird, erzeugt eine
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neue Form mit v = v1(a) und m = my(a). Entwickelt man diese Funktionen in
a, so ergibt sich [73]

vl(a) = 'Ul(l + A(U) ca+ O(aZ))
mi(a) = mi(l+A"-a+0(@@") . (3.34)

Die Vektorkoeffizienten A(®) und A(™ kénnen als

Al = 6RA-RY)
A™ = (RA-RM) (3.35)
dargestellt werden, wobei
R' = L ?f dAR
A
1
RY = —/dVR 3.36
- (3.36)

1
RM = —fdAHR
M

der Flachenschwerpunkt, der Volumenschwerpunkt und der Schwerpunkt der mitt-
leren Krimmung ist. Diese Schwerpunkte liegen in den Symmetrieebenen der
betrachteten Fliche. Daher ist die Lage von R4, RY, RM und damit auch das
Verhalten der Vektoren A®) und A(™ eng mit den Symmetrieeigenschaften dieser
Flache verkniipft.

Fiir eine Fliache ohne Symmetrien liegen die Punkte R4, RV und R in ei-
ner Ebene, die von den Vektoren A® und A" aufgespannt wird. Das gleiche
gilt im Fall einer Flache mit nur einer Spiegelebene, das heifit C;,—Symmetrie.
Eine neue Situation entsteht fiir eine Cy,—symmetrische Flache: Jetzt liegen die
Schwerpunkte R4, RY und RM auf der Schnittgeraden von zwei Symmetrieebe-
nen. Die Vektoren A und A(™ liegen ebenfalls auf dieser Geraden und sind
linear abhdngig. Besitzt die Flache drei sich schneidende Symmetrieebenen, was
fiir die Lawsonflache L und fiir die Knopf-Flache B gilt, so liegen alle Schwer-
punkte im Symmetriezentrum, dem Schnittpunkt der Symmetrieebenen und die
Vektoren A und A" verschwinden.

In diesen drei Fallen unterscheidet sich die Wirkung infinitesimaler konfor-
mer Abbildungen auf die Form qualitativ. Formen ohne Symmetrieebene und
Ci,—symmetrische Formen reprisentieren den generischen Fall. Uberstreicht a in
diesem Fall eine Kugel mit infinitesimalem Radius, so erreicht man nach Glei-
chung (3.34) eine Umgebung des Punktes (vy,mq). Dies dndert sich, wenn Cy,—
Symmetrie vorliegt: Jetzt wird die infinitesimale Kugel in ersten Ordnung in a
nur noch auf eine Linie in der (v, m)-Ebene abgebildet. Fiir die Lawsonflache
und die Knopf-Flache haben infinitesimale konforme Abbildungen erst in zweiter
oder héherer Ordnung in a einen Effekt.
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Hieraus folgt, dafl eine Form mit geringerer als Cy,—Symmetrie immer in ei-
nem Punkt (v1,my) im Inneren von W liegt, da durch konforme Abbildungen
eine Umgebung von (vy,m,) erreicht wird. Der Rand von W wird deshalb von
Formen gebildet, die mindestens Cy,—symmetrisch sind, bzw. mindestens zwei
Symmetrieebenen besitzen.

Die konforme Mode im Punkt (v,m) ist durch die konformen Abbildungen
gegeben, die sowohl das reduzierte Volumen v, als auch die reduzierte totale
mittlere Krimmung m nicht &ndern. Fir infinitesimale konforme Abbildungen
ist dies der Fall, wenn A® .a = 0 und A(™ . a = 0 gilt. Daraus folgt die
Differentialgleichung

da Al ALY
ds ~ [AD) x A

fir die konformen Moden, deren Losung eine Kurve a(s) ist, die durch die Bo-

(3.37)

genlange s im R?® parametrisiert wird. Gleichung (3.37) wird fiir Formen mit
mehr als einer Symmetrieebene singular.

Diese Uberlegungen fithren auf folgendes Bild: Die Projektion der Willmo-
reflaichen in die (v, m)-Ebene erzeugt ein Gebiet W im Phasendiagramm. An
den Réndern von W liegen Formen mit mindestens zwei Symmetrieebenen. Im
Innern von W ist der Grundzustand eindimensional entartet. Diese Entartung
wird durch die Differentialgleichung (3.37) der konformen Moden beschrieben.
Die entarteten Formen besitzen keine oder eine Symmetrieebene. Am Rand von
W verschwindet die konforme Entartung gleichzeitig mit dem Entstehen hoherer
Symmetrie.

Fiir die Bestimmung der Lage und Form des Gebiets W im Phasendiagramm
des BC-Modells genitigt es daher, alle Familien von Formen mit mehr als einer
Spiegelebene in die (v, m)-Ebene zu projezieren. Die auf diese Weise erzeugten Li-
nien zeigt Abbildung 3.20. Der Rand von W wird von den Projektionen der Fami-
lien Cpp, Cps und Cpgg gebildet. Die drei Eckpunkte von W sind die Lawsonflache
L mit (v,m) ~ (0.67,1.037-4x), die Knopf-Flache B mit (0.66,1.084-47) und die
Grenzformen S mit (v, m) = (1,47). Die Formen ngls) und 01(3151 liegen innerhalb
von W.

Vier Linien enden in Grenzformen S mit unterschiedlichen infinitesimalen
Henkeln. Diese Formen besitzen alle das reduzierte Volumen v = 1 und die
totale mittlere Krimmung m = 47 der Kugel, was eine Folge der Stetigkeit und
Additivitat der fundamentalen Integralmafie V', A und M ist (siehe auch Anhang
A.5). Im Fall des reduzierten Volumens ist dies leicht zu verstehen, da ein infini-
tesimaler Henkel keinen Volumen— und Flachenbeitrag liefert. Die Tatsache, daf
ein kleiner Henkel keinen Beitrag zu m liefert, kann auch durch Dimensionsiiberle-
gungen begriindet werden: Die mittlere Kriimmung Hj, auf einem infinitesimalen
Henkel h der Grofle e divergiert wie H, ~ 1/e. Die Oberfliche A;, verschwin-
det wie Aj, ~ ¢%. Damit verschwindet auch der Beitrag mj; ~ ¢ der reduzierten
mittleren Krimmung.
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Abbildung 3.20: Projektion der Familien Cgy,, C'Ls, G£1§7 Cps und C'J(Blg der Cy,— und
Cs,—symmetrischen Formen in die (v, m)-Ebene des BC-Modells. Die Linien Cpgr, CLs

und Cgg bilden den Rand des Gebietes W. Als Eckpunkte treten die Lawsonfliche L,
die Knopf-Fldche B und die Grenzformen S auf. Entlang der Linien C'](-}S) und 01(31%

existieren Formen mit Cy,— und Cs,—Symmetrie innerhalb von W.

Konforme Moden

Der Raum W, besitzt, wie in Kapitel 3.3.2 beschrieben wurde, eine nichttriviale
Topologie. Die durch die Projektion von W in die (v, m)-Ebene erzeugten kon-
formen Moden sind Kurven in diesem Raum. Im folgenden werden die durch
Gleichung (3.37) beschriebenen konformen Moden an einigen Beispielen disku-
tiert. Dabei wird die Komplexitdt des energetisch entarteten Grundzustandes
deutlich, die eine unmittelbare Folge der nichttrivialen Topologie des Vesikels ist.

Betrachtet man diejenigen Willmoreflachen Wy(v) € W, mit festem reduzier-
tem Volumen v, so entspricht diesen Formen eine Fliche S, in R®. Entsprechend
1afit sich die Menge Ws(m) aller Formen mit festem m definieren, die durch die
Flache S,, reprasentiert werden. Der Schnitt S, N S,, dieser Flachen ist die kon-
forme Mode a(s), die durch Gleichung (3.37) beschrieben wird. Die Abbildungen
3.21 (a) und (b) zeigen die Flache S, fiir v = 0.7. Sie besitzt alle Symmetrien
der Lawsonfliche und besteht aus drei zylinderférmigen Teilen, die durch die
»Locher® von L gefiihrt sind und sich im Inneren treffen.
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m=1.07 -4m |
m=1.05 4t |
~

m=1.036 - 41t

—]
‘\1 m:I.035 -4m

m=1.036 - 4t |
m=1.0352 - 41|
m=1.035 - 4 |

Abbildung 3.21: (a) Fliche 5, der Willmoreflichen mit reduziertem Volumen v = 0.7.
Die Linien auf S, sind konforme Moden fiir verschiedene Werte der totalen mittleren
Kriimmung m. (b) VergréBerter Ausschnitt der in (a) dargestellten Fliche. Ausgehend
von m = 1.036 - 47 zerfillt die konforme Mode fiir abnehmendes m bei m = mj ~
1.0352 - 47 in zwei Kurven. Eine dieser Kurven ist fiir m = 1.035 - 47 dargestellt, die
zweite verschwindet bei m = mj ~ 1.0351 - 47 in einem Punkt auf §,. Die Punkte a4,
a3, by und by entsprechen den in Abbildung 3.22 dargestellten Formen.
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(b) m=1.036 - 41t

Abbildung 3.22: (a) Zwei Formen mit (v, m) = (0.7,1.035-47), die zu einer konformen
Mode gehoren. Beide Formen besitzen genau eine Symmetrieebene. (b) Die entspre-
chenden Formen mit (v,m) = (0.7,1.036 - 47). Die Lage dieser Formen auf der Fliche
Sy ist in Abbildung 3.21 gekennzeichnet.
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Konforme Moden sind geschlossene Kurven, da sie weder enden, noch ins un-
endliche verschwinden konnen®. Sie existieren in dem von den Linien Cgr, Crs
und Cps begrenzten Gebiet. Wird das reduzierte Volumen v mit v 2 0.68 fest-
gelegt, so findet man konforme Moden in einem Intervall der totalen mittleren
Kriimmung mi(v) < m < mz(v). Dabei sind mi(v) und mz(v) die Parameter-
darstellungen der Linien Cps und Cpgg. Einige Beispiele von konformen Moden
mit v = 0.7 werden nun diskutiert. In diesem Fall ist m; ~ 1.077 - 47 und
my =~ 1.034-4x. Abbildung 3.21 zeigt konforme Moden als Kurven auf der Flache
Sy. Diese Kurven wurden durch numerische Integration der Differentialgleichung
(3.37) bestimmt.

Wie die Abbildung zeigt, lassen sich zwei Typen konformer Moden unterschei-
den: (i) Konforme Moden auf S,, die stetig auf einen Punkt zusammengezogen
werden kénnen, und die damit einfach zusammenhingenden Kurven entsprechen;
und (ii) konforme Moden, die die Flache S, umschlieBen und nicht einfach zu-
sammenhéangend sind. Beispiele fiir den Fall (i) sind (v,m) = (0.7,1.035 - 4x)
und (v,m) = (0.7,1.07 - 4x). Diese konformen Moden liegen in der Nihe des
Randes von W in der (v, m)-Ebene. Fir m — mq bzw. m — mgy verschwin-
den diese Moden durch stetiges Zusammenziehen auf einen Punkt auf S,, der
einer Form Cprs bzw. Cpgg entspricht. Ein Besipiel fiir Fall (ii) ist der Punkt
(v,m) = (0.7,1.05 - 47). Bewegt man sich ausgehend von diesem Punkt auf
einen der beiden Randpunkte mit m = m; oder m = my zu, so dndert sich die
Topologie der konformen Mode auf der Flache S, entlang dieses Weges. Diese
Topologieanderungen erfolgen entlang zweier Linien m = mj(v) und m = m3(v)
in der (v,m)-Ebene, wobei fiir v = 0.7 m} ~ 1.0745 - 47 und mj ~ 1.0352 - 4%
ist. Die Linie (v,mj(v)) ist genau die Parameterdarstellung der Linie 01(31%. Die
Situation bei m = m} ist komplizierter. Die konformen Moden in der Nihe dieses
Punktes sind in Abbildung 3.21 (b) gezeigt. Fiir m = mj zerfillt die konforme
Mode bei abnehmendem m in zwei getrennte Kurven. Eine dieser Kurven um-
schliefit die dreizdhlige Achse und zieht sich fiir m = mj auf die Schnittpunkte
dieser Achse mit S, zusammen. Die Linie m = m}(v) ist die Parameterdarstel-
lung der Linie ngls) Dabei gilt m3 > m}. Beide Linien sind eng benachbart. Fiir
v =0.7ist mj —mj ~ 107"

Der Topologiewechsel der Moden bei m = mj fithrt zu einer Diskontinuitéat
der symmetrischen Formen entlang der konformen Moden. Dies wird in Ab-
bildung 3.22 verdeutlicht. Dargestellt sind in (a) zwei Cy,—symmetrische For-
men mit (v,m) = (0.7,1.035 - 47) und in (b) zwei C;,—symmetrische Formen mit
(v,m) = (0.7,1.036 - 47). Diese Formen besitzen genau eine Spiegelebene?, die

8Im Limes a — oo erhilt man immer die Lawsonfliche, die keiner konformen Mode angehort,
da sie auf dem Rand von W liegt.

“Formen mit einer Spiegelebene erhilt man im Schnittpunkt der konformen Mode a(s) mit
einer der Symmetrieflaichen der Lawsonflache. Entlang der gewahlten konformen Moden besit-
zen genau die in Abbildung 3.22 dargestellten Formen diese Eigenschaft.
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(@) (b) ()

Abbildung 3.23: Drei unterschiedliche Formen, die alle die Biegeenergie G fiir festes
reduziertes Volumen v = (.78 und totale mittlere Krimmung m = 1.027-47 minimieren.
Sie sind ein Beispiel fiir Formen einer konformen Mode. Die Formen (a) und (c) besitzen
C1,—Symmetrie, wogegen die Form (b) unsymmetrisch ist.

der vertikalen Symmetrieachse der dargestellten Formen entspricht. Wé&hrend
die links gezeigten Formen sich nur geringfiigig voneinender unterscheiden, tritt
bei den rechts dargestellten Formen mit C;,—Symmetrie eine Diskontinuitat auf.
Diese Diskontinuitat zeigt die sprunghafte Strukturdanderung der konformen Mode
beim Topologiewechsel. Diese Diskontinuitat entspricht jedoch keiner diskonti-
nuierlichen Formumwandlung. Alle Formen der konformen Mode erfahren eine
stetige Anderung beim Durchgang durch den Topologiewechsel bei m.

Konforme Diffusion

In den vorangegangenen Abschnitten wurde gezeigt, dafl der Grundzustand eines
Genus—2 Vesikels innerhalb des Gebiets W entartet ist. Dort existiert eine einpa-
rametrige Schar von Formen, die alle geometrischen Nebenbedingungen erfiillen
und absolute Minima der Biegeenergie sind. Abbildung 3.23 zeigt als Beispiel ei-
ner konformen Mode drei unterschiedliche Formen mit v = 0.78 und m = 1.027-4x
die durch konforme Abbildungen auseinander hervorgehen. Interessant sind vor
allem die thermischen Formfluktuationen eines solchen Vesikels. Sie unterschei-
den sich von den Biegemoden eines ,,gewohnlichen® Vesikels.

Unter einer Biegemode versteht man eine die Form dndernde Anregung, deren
Energie im wesentlichen durch die Biegesteifigkeit bestimmt wird [32, 33, 66, 70].
Wenn der Grundzustand nicht entartet ist, konnen Biegemoden folgendermafien
beschrieben werden: Die Form minimaler Energie GG fiir gegebene Werte von v
und m sei durch eine Parametrisierung Ro(s', s?) gegeben. Kleine Deformationen
der Form werden entwickelt als

R(s',5%) = Ro(s', %) + n(s', %) Y afi(s', 57) (3.38)

=0
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wobei n den Normalenvektor bezeichnet. Die Funktionen f;(s1,s2) sind die nor-
mierten Eigenfunktionen der zweiten Variation 6°G/|(, ) der Biegeenergie nach
der Form unter Beriicksichtigung der Nebenbedingungen an v und m. Die Eigen-
werte von 52G|(U7m) werden mit ¢g; bezeichnet. Damit gilt fiir die Energie einer
kleinen Deformation (3.38)

G = Go+ %Zgiaf + o) (3.39)

1=0

wobei Gy die Energie der Form Ry bezeichnet. Da diese Form stationér ist,
d.h. 5G|(U7m) = 0 gilt, verschwinden alle linearen Terme in den a;. Fir kleine
Deformationen oder niedrige Temperaturen koénnen die Terme héherer Ordnung
in (3.39) vernachldssigt werden. In diesem Fall sind die Moden entkoppelt und
fir jede Biegemode gilt

<al>=T/g . (3.40)

Hier bezeichnet T" die in Energieeinheiten gemessene Temperatur, und die spitzen
Klammern den thermischen Erwartungswert. Eine charakteristische Zeitskala
dieser Fluktuationen erhilt man, wenn eine gedampfte Dynamik

C.LZ' = —Figiai (341)

der Moden mit Dampfungsparameter I'; betrachtet wird'® [10]. Dabei bezeichnet
der Punkt eine Zeitableitung. Dies fiithrt auf ein exponentielles Abklingen der
Mode in der Zeit tl(f) = 1/(T';¢;). Die Dampfung der Biegemode eines Vesikels der
Grofe Ry erfolgt durch Energiedissipation im Lésungsmittel mit Viskositat 7.
Da Ry die einzige zu Verfiigung stehende Lange ist, folgt aus Dimensionsgriinden
Iy ~ 1/(nR3). Die GroBenordnung der Biegeenergie der Biegemoden ist durch
die Biegesteifigkeit der Membran gegeben, d.h. gy &~ k. Diese Skalenargumente
fithren auf die charakteristische Zeitskala

ty ~ Ry /K (3.42)

der langsamen Biegemoden.

Eine andere Situation tritt auf, wenn eine konforme Mode a(s) existiert und
der Grundzustand entartet ist. Ausgehend von einer Form Rg(s', s*) mit a = a(0)
wird die konforme Mode durch die Bogenliange s im Raum der Vektoren a pa-
rametrisiert. Diese Mode ist Eigenmode fo(s',s?) mit go = 0 . Zusétzlich
verschwinden alle Variationen der Energie G(s) entlang dieser Mode. Die defor-
mierte Form erfihrt somit keine durch die Biegeenergie aufgebrachte riickstellende
Kraft, sondern fithrt eine Diffusionshewegung im Formraum durch. Verwendet

1°Die Kopplung der Membran an die Hydrodynamik der wissrigen Losung fiihrt auf einen
von der Mode abhangigen Dampfungsparameter.
Da g; > 0 gilt, ist go = 0 kleinster Eigenwert.
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man in einfachster Naherung das Langenelement ds als Mafl im Formraum, dann
gilt

< st >~ Dyt (3.43)
wobei D.s ~ T'/(nRy) eine Diffusionskonstante ist. Die Zeitskala dieser konfor-
men Fluktuationen kann als die Zeit 1.7, in der die Deformation s auf die GroBe
Ry des Vesikels anwéchst, definiert werden. Dies ergibt

top ~R3T (3.44)

Da fiir Phospholipidmembranen «/T' ~ 25 gilt [18, 19, 20, 62, 95], ist die typische
Zeitskala t s der konformen Fluktuationen deutlich grofer als die charakteristische
Zeit t, der Biegemoden.

Konforme Fluktuationen sind eng verwandt mit der Translations— und Rota-
tionsdiffusion eines Vesikels. Rotationen und Translationen sind ebenfalls weiche
Moden, die allerdings die Form nicht verandern. Sie fithren zu einer Diffusionsbe-
wegung des Drehwinkels bzw. des Schwerpunkts der Form, deren Zeitskala eben-
falls von der Grofenordnung 2. ist. Da experimentell meist nur zweidimensionale
Schnitte des Versikels beobachtet werden konnen, ist die Unterscheidung konfor-
mer Moden von Rotationsmoden nicht einfach. Ein zweidimensionaler Schnitt
eines Objektes hoherer Topologie verdndert sich in komplizierter Weise, wenn
das Objekt rotiert. Daher ist besondere Sorgfalt bei der Auswertung der im
Lichtmikroskop beobachteten Schnitte notig.

3.3.4 Phasendiagramme fiir Vesikel mit g = 2

Die gewonnenen Informationen tiber Willmoreflichen erméglichen die Herleitung
der Topologie des Phasendiagramms fiir Genus—2 Vesikel. Zunachst werden Sym-
metrieargumente verwendet, um zu zeigen, daf stationidre Formen auflerhalb von
W beziiglich ihrer Symmetrie klassifiziert werden kénnen. Diese Argumente legen
die Topologie des Phasendiagramms des BC-Modells. Es zeigt sich, dafl konforme
Entartung keine Besonderheit des BC-Modells ist, sondern in gleicher Form im
ADE-Modell fiir jeden Wert von « auftritt.

Symmetrieeigenschaften stationidrer Formen

Die entarteten Formen minimaler Energie im Gebiet W sind im allgemeinen un-
symmetrisch, da konforme Abbildungen alle Spiegelsymmetrien brechen. Nahert
man sich innerhalb von W einer der drei Randkurven Cgy, Crs oder Cpggs, dann
verschwindet die Entartung des Grundzustands, und die Formen werden Cy,—
symmetrisch.

Uber stationére Formen aufierhalb von W ist zuniichst nichts bekannt. Die
entsprechenden Formen minimaler Energie sind keine Willmoreflachen mit kon-
stanter Energie GG = (G5 sondern Formen mit groflerer Energie G = G(v,m). Die
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Symmetrieeigenschaften dieser Formen unterliegen starken Einschrankungen, de-
ren Ursache die konforme Invarianz der Biegeenergie ist. Um dies zu zeigen,
wird eine infinitesimale spezielle konforme Abbildung (3.22), die durch den Vek-
tor a parametrisiert wird, auf eine Form &; im Punkt (vy,m;) auf einem Blatt
stationdrer Formen minimaler Energie G(v, m) angewandt. Diese Abbildung er-
zeugt eine Form &7 im Nachbarpunkt (v(a), m(a)), der durch Gleichung (3.34)
gegeben ist. Wegen der konformen Invarianz der Biegeenergie bleibt (G bei dieser
Abbildung unverdndert. Im gleichen Punkt (v(a), m(a)) existiert eine Form S,
mit der Energie

mlA(m)) a+0(a’)

(3.45)
auf dem betrachteten Blatt, wobei die Vektoren A und A durch Gleichung
(3.35) definiert sind. Nur wenn der in a lineare Term in (3.45) verschwindet,
kénnen durch infinitesimale konforme Abbildungen keine Formen erzeugt wer-
den, deren Energie (G kleiner ist als G(v,m). Diese Bedingung fiithrt auf die

Hebelregel'? [73]
—”UA(U) + 2 mAlm = (3.46)

Da die Vektoren A() und A" nach Gleichung (3.35) durch die Schwerpunkte
des Volumen RY, der Fliche R* und der totalen mittleren Kriimmung R™ aus-
gedriickt werden konnen, sind sie eng mit den Symmetrieeigenschaften der Flache
verkniipft.

Jede stationdre Form erfillt die Hebelregel (3.46). Innerhalb des konform
entarteten Gebiets W ist Gleichung (3.46) trivial, da dort dG/dv = 0 und
0G/0m = 0 ist. Fir stationdre Formen auflerhalb von W gilt im allgemeinen
G /0v # 0 und G /dm # 0. Daher folgt aus der Hebelregel, daff A(*) und A(™)
linear abhangig sind, d.h.

AW = ) AM (3.47)

wobei A eine reelle Zahl ist. Die Bedingung linearer Abhiangigkeit von A®) und
AU ist aus Symmetriegriinden erfiillt, wenn die betrachteten Formen mindestens
zwei sich schneidende Symmetrieebenen und damit Cy,~Symmetrie besitzen'®

12Die Herleitung der Hebelregel (3.46) steht in enger Beziehung zu der in Anhang B beschrie-
benen Stabilitdtsanalyse stationdrer Formen beziiglich konformer Abbildungen. Die Hebelregel
ist eine geometrische Bedingung, die aus der Stationaritit der Form und daher aus dem Ver-
schwinden des linearen Terms in a folgt. Demgegeniiber erhilt man die Stabilitatseigenschaft
aus dem Vorzeichen des quadratischen Terms in a.

13Alle bekannten stationiren Lésungen der Kriimmungsmodelle mit Ausnahme des konform
entarteten Gebiets W besitzen mindestens zwei Symmetrieebenen und somit Cs,—Symmetrie
[54, 29, 30, 40, 71, 76]. Sie erfiillen Gleichung (3.47) allein durch ihre Symmetrieeigenschaften.
Die geringste Symmetrie, die geniigt um Gleichung (3.47) zu erfiillen ist Cyp—Symmetrie, bei
der eine zweizdhlige Achse und zusétzlich eine Spiegelebene senkrecht zu dieser Achse existiert.
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(Eine ahnliche Argumentation wird auch in Kapitel 3.3.3 benutzt). Die Hebel-
regel (3.46) legt zusatzlich noch den Wert von A fest. Schneiden sich drei oder
sogar vier Symmetrieebenen in einem Punkt, was fiir die Knopf-Flache B bzw.
die Lawsonfliche L gilt, so ist A®®) = 0 und A(™ = 0, und die Hebelregel (3.46)

ist durch die Symmetrieeigenschaften der Flache allein erfillt.

Wiéhrend im konform entarteten Gebiet W alle Symmetrien durch konforme
Abbildungen gebrochen werden, legt die Hebelregel ein Mindestmafl an Symme-
trien fir alle Bereiche des Phasendiagramms fest, in denen der Grundzustand
eindeutig ist. Dies fithrt auf ein konsistentes Bild von Symmetrien und Sym-
metriebrechungen: Die Cy,—Symmetrie der Formen Cpy, Crs und Cpgg entlang
der Randlinien von W legen die Symmetrieeigenschaften der Formen jenseits
dieser Randlinien fest. Diese Cy,—Symmetrie wird entlang der Linien Cpr, Crs
und Cpg durch kontinuierliche Formumwandlungen gebrochen. Die symmetrie-
brechende Mode dieser Formumwandlung ist genau durch konforme Abbildungen
gegeben'®. Die gleichen Argumente gelten auch fiir die Randpunkte L und B, die
der Lawsonfliche sowie der Knopf-Flache entsprechen. Diese Flachen besitzen
eine Dy, bzw. eine Dyp—Symmetrie und zeigen die Existenz von zwei Gebieten
auBerhalb von W mit Ds, bzw. Dy,—Symmetrie. Beide Symmetrien werden in
den Punkten L bzw. B gebrochen. Damit ist die Topologie des Phasendiagramms
in der Umgebung von W festgelegt.

Phasendiagramm des BC—Modells

Abbildung 3.24 zeigt das Phasendiagramm fiir Genus—2 Vesikel im BC—Modell.
Das Gebiet W konformer Entartung ist dunkel hervorgehoben. Formen in diesem
Gebiet besitzen keine Symmetrieebenen. Die Lawsonflache L, die Knopf—Flache
B sowie die Kugel S mit infinitesimalen Henkeln sind ausgezeichnete Punkte auf
dem Rand von W. Entlang der Linien Cggs, Cgr, und Cpg treten Formumwand-
lungen auf, bei denen die Cy,—Symmetrie der benachbarten Gebiete kontinuierlich
gebrochen wird. Fiinf Gebiete liegen benachbart zu W: (i) Ein Gebiet Dyj,—
symmetrischer Genus—2 Diskozyten; (ii) ein Gebiet Ds,—symmetrischer Genus—2
Vesikel; (iii) ein Gebiet Cy,—symmetrischer Genus—2 Stomatozyten; sowie (iv) und
(v) Cy,—symmetrische Gebiete. Diese Gebiete sind durch Phasengrenzen vonein-
ander getrennt. Die genaue Lage dieser Phasengrenzen, die in Abbildung 3.24
gestrichelt dargestellt sind, ist nicht bekannt. Thre Existenz als Verlangerung der
Linien Cgg, Cpr, und Cpg ist aber notwendig.

Dieses Phasendiagramm kann mit dem in Kapitel 3.2.3 beschriebenen Pha-
sendiagramm toroidaler Topologie verglichen werden. Abbildung 3.25 zeigt einen
Ausschnitt des in Abbildung 3.13 dargestellten Phasendiagramms fiir Genus—1
Vesikel. Beide Phasendiagramme besitzen eine dhnliche Struktur. Im Fall des

Diese Symmetriebrechung ist sehr ihnlich der Axialsymmetriebrechung des Cliffordtorus
durch konforme Abbildungen, die in Kapitel 3.2.2 beschrieben wurde.
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Abbildung 3.24: Phasendiagramm fiir Genus—2 Vesikel im BC-Modell. Innerhalb des
Gebietes W ist der Grundzustand konform entartet und die entsprechenden Formen be-
sitzen keine Symmetrieebenen. Dieses Gebiet ist durch die Linien Cgg, Cgr, und Cpg
begrenzt. Die Lawsonfliche L, die Knopf-Fliche B und die Kugel S mit infinitesimalen
Henkeln sind Eckpunkte von W. Zusitzlich zu W existieren fiinf Gebiete im Phasen-
diagramm. Die Symmetrien der Formen in diesen Gebieten sind angegeben. Fiir drei
Formtypen, die den axialsymmetrischen Formtypen toroidaler Topologie entsprechen,
sind die entsprechenden Formen schematisch dargestellt.

topologischen Genus ¢ = 1 liegen die Willmoreflichen auf einer Linie W die den
Cliffordtorus C'L und die Kugel mit infinitesimalen Henkeln S verbindet. Diese
Linie entspricht keiner Phasengrenze, da sowohl die Genus—1 Willmoreflachen
als auch die Gebiete auf beiden Seiten von W (5,~Symmetrie besitzen. Der
Grundzustand fiir Genus—1 Vesikel entlang der Linie W ist eindeutig. Wech-
selt man von ¢ = 1 zu ¢ = 2, was einem zusatzlichen Loch in dem Vesikel
entspricht, so existieren keine axialsymmetrischen Formen mehr. Dabei werden
aus D.p—symmetrischen diskoiden Tori Dy,—symmetrische Genus—2 Diskozyten,
aus D.p—symmetrischen sichelformigen Tori D3,—symmetrische Genus—2 Vesikel
und aus C..,—symmetrischen toroidalen Stomatozyten Cy,—symmetrische Genus—2
Stomatozyten.

Beim Ubergang von ¢ = 1 zu ¢ = 2 wird die Linie W, auf die Fliche W
im Genus—2 Phasendiagramm auseinandergezogen. Die Lawsonfliche L und die
Knopf-Flache B iibernehmen dann beide die Rolle des Cliffordtorus. Die To-

pologie der Phasendiagramme fiir ¢ = 1 und ¢ = 2 unterscheidet sich nur in
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Abbildung 3.25: Phasendiagramm fiir Genus—1 Vesikel im BC-Modell. Das schon in
Kapitel 3.2.3 eingefiihrte Phasendiagramm ist hier zum direkten Vergleich mit dem in
Abbildung 3.24 dargestellten Phasendiagramm fiir Genus—2 Vesikel gezeigt. Genus—1
Willmoreflichen existieren entlang der Linie W, die den Cliffordtorus C'L mit der Kugel
S verbindet. Die drei axialsymmetrischen Formtypen sind durch schematische Schnitte
charakterisiert.

der Dimension von W. Dabei ist anzumerken, dafl die gesamte Topologie des
Genus-2 Phasendiagramms vollstandig durch die geometrischen Eigenschaften
der Lawsonflache festgelegt ist.

Konforme Diffusion im ADE-—Modell

Konforme Entartung tritt bei Formen mit topologischem Genus g > 2 im BC-
Modell auf. Das in Kapitel 2.3 eingetithrte allgemeinere ADE-Modell sollte eine
realistischere Beschreibung der Physik von Lipidvesikeln liefern. Fiir die Vorher-
sage konformer Diffusion bei realen Vesikeln ist daher die Existenz dieses Phano-
mens im ADE-Modell von groer Bedeutung. Dafl das Auftreten konformer Ent-
artung keine besondere Eigenschaft des BC-Modells ist, sondern tatséchlich fir
jeden Wert von a im ADE-Modell existiert, kann wiefolgt gezeigt werden.

Die Energie W einer Form im ADE-Modell ist durch Gleichung (2.14) gege-

ben. Die relevanten Parameter des Phasendiagramms sind das reduzierte Volu-
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men v und die reduzierte optimale Flachendifferenz mg. Die Energie W (v, mg)
stationdrer Formen im ADE-Modell erhélt man aus der Energie G(v, m) des BC—
Modells durch die verallgemeinerte Legendretransformation (2.15) und (2.16).
Fir Willmoreflaichen wird diese Transformation sehr einfach. Innerhalb von W
ist 0G/dm = 0. Daher wird ein Punkt (v,m) im Gebiet W auf den Punkt
(v,mg = m) in der (v, mg)-Ebene abgebildet. Das gesamte Gebiet W wird durch
diese Transformation daher auf ein Gebiet W' genau gleicher Form in der (v, mg)—
Ebene des ADE-Modells abgebildet. Die Lage der Phasengrenzen auflerhalb von
W' héngt von « ab. Auflerdem treten im ADE-Modell fir kleine Werte von «
zusétzlich diskontinuierliche Phasengrenzen auf. Diese diskontinuierlichen Pha-
sengrenzen entstehen, wenn die verallgemeinerte Legendretransformation (2.15)
und (2.16) von der Energie G(v, m) zu W (v, mg) eine Gibbsschleife erzeugt. Aus-
gehend vom BC-Modell mit a = oo geschieht dies bei abnehmendem «, sobald
Punkte auftreten, in denen die Bedingung 0*G/0m?* = —ka erfiillt ist [55].

Alle Aussagen, die in den vorangegangenen Abschnitten tiber die konforme
Entartung und die Struktur konformer Moden gemacht wurden, gelten daher auch
fir das ADE-Modell unabhingig von dem Parameter a. Die Existenz konformer
Entartung ist keine Besonderheit des BC-Modells, sondern folgt aus der Beschrei-
bung von Vesikeln durch Krimmungsmodelle. Dabei wird angenommen, daf
Kriimmungsterme héherer Ordnung, die die konforme Invarianz brechen wiirden,
im ungiinstigsten Fall von der GréBenordnung xd/Ry sind'®. Sie kénnen daher
fiir groBe Vesikel mit d/ Ry ~ 1073 vernachlassigt werden [53]. Dabei bezeichnet
d die Membrandicke und Ry die Vesikelgrofe.

Wenn konforme Diffusion in Zukunft bei Vesikeln héherer Topologie nicht
beobachtet werden wird, so bedeutet dies, da} die mathematische Modellierung
von Membranen durch die Krimmungsmodelle, die hier betrachtet wurden, in
einem wesentlichen Punkt unvollstandig ist. Andererseits wiirde die Beobachtung
konformer Diffusion die Idee der Biegeenergie eindrucksvoll bestétigen.

Experimentelle Beobachtung von Vesikeln héherer Topologie

Die ersten Genus—2 Vesikel wurden von Fourcade,Mutz und Bensimon beobachtet
[25]. Ein Beispiel ist das in Abbildung 1.8 gezeigte D,j—symmetrische Genus-2
Vesikel. Spater wurden von Michalet und Bensimon die in Abbildung 1.9 gezeig-
ten Genus—2 Formen gefunden [59]. Diese Vesikel bestehen aus einem aufleren
und einem inneren sphérischen Teil, die durch drei Hélse verbunden sind. Die
Lage dieser Hélse ist starken thermischen Fluktuationen unterworfen, so dafl die
dargestellten Momentaufnahmen der Form unsymmetrisch sind.

Die Beobachtung dieser Fluktuationen unter dem Mikroskop legt nahe, daf} es

15Wenn die Symmetrie der Membran beziiglich der beiden Monoschichten gefordert wird,
verschwinden Terme dritter Ordnung. In diesem Fall sind Korrekturterme zur Biegeenergie nur
noch von der Gréfienordnung x(d/Rg)?.
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Abbildung 3.26: Beispiele fiir Lawsonartige Genus—2 Vesikel, aufgenommen von X. Mi-
chalet [58]: (a) und (b) zeigen zwei verschiedene Ansichten eines Cy,—symmetrischen
Vesikels. Vier Ansichten eines zweiten Vesikels, das deutlich fluktuiert und keine ein-
deutige Symmetrie besitzt, sind in (c¢)—(f) dargestellt.
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sich um Formen im Dsp—symmetrischen Gebiet des in Abbildung 3.24 gezeigten
Phasendiagramms handelt, deren Symmetrie durch relativ weiche Biegemoden
gebrochen wird. Formen dieses Typs wurden auch mit héherem topologischen
Genus g > 2 beobachtet [59]. In diesem Fall verbinden (¢ + 1) Hélse zwei sphéri-
sche Teilformen. Die Bestimmung der Gesamtzahl vorhandener Halse ist fiir g 23
schwerig, da nicht alle Hélse gleichzeitig in der fokussierten Beobachtungsebene
unter dem Mikroskop sichtbar sind.

Nachdem die Eigenschaften und die Struktur der Genus—2 Willmoreflachen
bekannt war, wurde von Michalet und Bensimon mit grofler Sorgfalt nach Vesikeln
gesucht, die der Lawsonfliche L dhneln. Derartige Vesikel wurden tatsdchlich
gefunden, ein Beispiel ist das in Abbildung 3.26 (a) und (b) gezeigte Genus—2
Vesikel [58]. Die dargestellte Form unterscheidet sich nur geringfiigig von der
Lawsonflache L. Da dieses Vesikel keine auffélligen Fluktuationen zeigt, liegt es
im Phasendiagramm wahrscheinlich im Cy,—symmetrischen Gebiet unterhalb von

w.

Ein weiteres Beispiel ist das in Abbildung 3.26 (c)—(f) dargestellte Genus—2
Vesikel, das sich ebenfalls nur wenig von L unterscheidet [58]. Dieses Vesikel
zeigte im Experiment deutliche Formfluktuationen, bei denen es sich um kon-
forme Diffusion handeln koénnte [56]. Die Frage, ob diese Form im Gebiet W kon-
former Fluktuationen liegt, kann jedoch nicht eindeutig beantwortet werden. Da
im Phasenkontrastmikroskop nur zweidimensionale Schnitte der Form dargestellt
werden, ist die Information tber die tatséchliche Formanderung unvollstandig.
Fir eine Bestatigung der Existenz konformer Fluktuationen von Vesikeln héhe-
rer Topologie sind daher weitere Experimente und Analysen nétig.

Wie in Kapitel 3.2.4 fiir den toroidalen Fall ausgefithrt wurde, sind fiir einen
Test der theoretischen Vorhersagen Experimente nétig, bei denen ein Parameter
systematisch verandert wird. FEine Temperaturdanderung entspricht im Phasen-
diagramm einer Trajektorie, die durch Gleichung (3.23) beschrieben wird [6, 76].
Ausgehend von einem Genus—2 Diskozyten, dessen Grundzustand nicht entartet
ist, fithrt diese Trajektorie bei einer Temperatursenkung in den meisten Fallen
durch das Gebiet W. Die bei Uberschreiten des Randes von W einsetztenden
konformen Fluktuationen sollten klar beobachtbar sein. Derartige Experimente
waren von groflem Wert fiir ein besseres Verstdndnis von Vesikelformen hoéhe-
rer Topologie, da sie nicht nur die Vorhersage der Existenz konformer Fluk-
tuationen, sondern auch die von der hier beschriebenen Theorie vorhergesagten
Formumwandlungen und Symmetriebrechungen experimentellen Tests unterzie-
hen wiirden.



Kapitel 4

Phasentrennung und
Knospenbildung

Im vorangegangenen Kapitel wurde die Morphologie homogener Vesikel betrach-
tet. Am Beispiel nichtsphéarischer Vesikel wurde untersucht, wie physikalische
Eigenschaften der Membran zusammen mit geometrischen und topologischen
Zwangsbedingungen die Gestalt eines Vesikels bestimmen. Dabei zeigt sich,
daf morphologische Umwandlungen eines Vesikels durch Anderung geeigneter
Kontrollparameter induziert werden kénnen. FEin Beispiel fiir einen derartigen
Kontrollparameter ist die Temperatur, deren Anderung zu Formumwandlungen
homogener Vesikel fiihrt.

In diesem Kapitel werden Forménderungen von Vesikeln behandelt, die durch
Strukturdnderungen in der Membran induziert werden. Dies wird am Beispiel
zweikomponentiger Membranen, in denen Phasentrennung in zwei fluide Doméanen
stattfindet, untersucht.

Im allgemeinen wird eine Doméne, die in der Membranmatrix liegt, von einer
Phasengrenze mit endlicher Linienspannung o begrenzt. Die Randenergie der
Doméne wéchst linear mit der Randléange, die fiir eine flache Doméne proportional
zur Domaéanengrofle ist. Die Biegeenergie der Doméne ist dagegen unabhéngig
von der Doménengrofle. Kriimmt sich die Doméne, so reduziert sich die Lange
ihres Randes, was zur Senkung der Randenergie fiihrt. Wenn die Doméne eine
Kugel bildet, verschwindet ihre Randenergie ganz. Dies zeigt, dal die Doméne,
sobald sie eine bestimmte Grofle erreicht hat, ihre Energie senken kann, indem
sie eine Knospe bildet [37, 49, 50]. Diese kritische Grofie ist dann erreicht, wenn
die Biegeenergie der Knospe, die durch die Biegesteifigkeit x bestimmt wird,
durch die Randenergie aufgebracht werden kann. Die Langenskala, auf der beide
Energien von der gleichen Grofenordnung sind, ist die Knospungslange [49, 50]

E=klo . (4.1)

Mit den typischen Werten x« ~ 107! J und ¢ ~ 107 Jum™! erhilt man
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Abbildung 4.1: (a) Experimentell bestimmtes Phasendiagramm einer Phospholipid-
Cholesterin Mischung als Funktion der Cholesterinkonzentration und der Temperatur
(aus [87]). Es zeigt die Koexistenz von zwei Fluiden Phasen L, und . (b) Schemati-
sches Phasendiagramm einer bindren Mischung als Funktion der mittleren Dichte der
Teilchenzahldifferenz p und der Temperatur 7. Das Koexistenzgebiet der Phasen o
und 3 ist dunkel hervorgehoben.

¢ ~ 100 nm [50].

Doméneninduzierte Knospenbildung wird in den folgenden Abschnitten auf
der Grundlage der in Kapitel 2 eingefithrten Krimmungsmodelle systematisch
untersucht. Dieses Phanomen mufl von zwei anderen Effekten in mehrkompo-
nentigen Membranen, die kiirzlich vorgeschlagen worden sind, klar unterschie-
den werden: Die Phasenseparation in der Membran kann zu einer periodischen
Modulation der Zusammensetzung der Membran, das heifit, zu Streifenphasen
fithren [3]. Eine weiterer Effekt ist das Auslosen von Phasentrennung durch die

Forméanderung einer homogenen Membran [75]. Diese beiden Effekte werden hier
nicht betrachtet.

4.1 Formen zweikomponentiger Vesikel

4.1.1 Doméanenbildung in Lipidmischungen

Ein zweikomponentiges Vesikel besteht aus einer Mischung von zwei Mo-
lekiilsorten, die in wisseriger Losung eine Membran bilden. Dabei sind im fol-
genden Mischungen von Interesse, bei denen eine Phasentrennung in zwei fluide
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Phasen auftritt. Eine derartige Phasentrennung ist in Lipidmischungen beobach-
tet worden [51, 93]. Ein weiteres wichtiges System sind Phospholipid-Cholesterin
Mischungen, fir die kiirzlich eine Phasentrennung in zwei fluide Phasen nachge-
wiesen wurde [2, 7, 68, 87]. Dieses System spielt auBlerdem eine besondere Rolle
in biologischen Membranen [94], da Phospholipide und Cholesterin Hauptbe-
standteile der Doppelschichten vieler Zellen sind [7]. Die Phasenseparation einer
Phospholipid—Cholesterin Mischung und die hierdurch induzierte Gestaltande-
rung der Membran ist daher auch fiir biologische Systeme von Bedeutung [9, 27].

In Abbildung 4.1 (a) ist das Phasendiagramm einer Phospholipid—Cholesterin
Mischung als Funktion der Temperatur und der Zusammensetzung dargestellt
[87]. Es zeigt die Existenz einer cholesterinarmen fluiden Phase L, bei geringen
Cholesterinkonzentrationen, sowie einer cholesterinreichen fluiden Phase [ bei
groflen Cholesterinkonzentrationen. Dazwischen liegt ein Gebiet, in dem das Sy-
stem in zwei koexistierende fluide Phasen zerfillt. Die Zusammensetzung dieser
koexistierenden Phasen ist durch die Cholesterinkonzentrationen am Rand der
Einphasengebiete gegeben. Werden Vesikel im Einphasengebiet in der Néhe der
Zweiphasenkoexistenz préapariert, so kann durch eine Temperaturdnderung Pha-
sentrennung auf dem Vesikel induziert werden. Dabei entstehen Doménen der
beiden koexistierenden Phasen, die im folgenden mit « und 3 bezeichnet werden.

In einer Lipiddoppelschicht kann in jeder einzelnen Monoschicht Phasensepa-
ration stattfinden [26]. Das im folgenden eingefithrte Modell zweikomponentiger
Membranen beschreibt zwei vereinfachte Situationen, in denen das System durch
einen einzigen Ordnungsparameter beschrieben werden kann: (i) Die Phasensepa-
ration findet nur in einer Monoschicht statt; und (ii) Die Kopplung zwischen den
Domaénen in den beiden Monoschichten ist so stark, dafl die Doménen gleichzeitig
und an gleichen Orten in beiden Monoschichten entstehen.

Dieses Zweikomponentensystem wird durch ein Landau-Ginzburg Energie-
funktional fiir das Ordnungsparameterfeld p = ps — pp beschrieben. Dabei
bezeichnen p4 und pg die Flachendichten der Molekiilsorten A und B auf der
Membran. Die Entwicklung dieser Energie in dem Feld p lautet fiir ein in den R?
eingebettetes zweidimensionales System [43, 46, 47]

b
k= /dA [59” dipdip + fp)| (4.2)
wobei der einfachste Fall eines symmetrischen Potentials
Loy, 1.y .
o) = 520" + ffar (4.3)

betrachtet wird. Dabei ist f = a(T — T.) proportional zur Differenz der Tempe-
ratur 7" von der kritischen Temperatur 7., und a, b sowie f; sind positive Kon-
stanten. Die Definitionen des Flachenelements dA und des metrischen Tensors g;;
sind in Anhang A.1 gegeben. Zur vereinfachten Beschreibung wird angenommen,
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dafl die Gesamtflache A der Membran bei festen Teilchenzahlen N4 und Ng der
Molekilsorten A und B konstant ist.

In Mittlerer—Feld-Néherung wird die Mischung durch das Ordnungsparame-
terprofil p beschrieben, welches das Funktional F,, unter der Nebenbedingung
gegebener mittlerer Dichte der Teilchenzahldifferenz

Ny — N
=Na—Ne 1 /dAp (4.4)
minimiert. Das Phasendiagramm dleses Modells fiir eine ebene Membran ist in

Abbildung 4.1 (b) schematisch dargestellt.

Inhomogenitéaten des Ordnungsparameterprofils treten auf Langenskalen der
Korrelationslange ¢, ~ (b/a)'/? auf. Abseits des kritischen Punktes liegt diese
Lange im Bereich weniger nm. Sie ist damit klein gegeniiber der linearen Aus-
dehnung der Membran von ca. 1 — 10 gm. Daher wird die Korrelationslange im
folgenden vernachléassigt, d.h. es wird ¢, >~ 0 gesetzt.

Fir Temperaturen 7' < 7. unterhalb des kritischen Punktes existieren zwei
Minima der Funktion f(p) bei p; = —(6f2/f4)1/2 und p; = (6f2/f4)1/2. Das
System zerfallt im thermodynamischen Limes fiir p; < p < py in zwei Doménen
o und B. Innerhalb dieser Doménen ist p = p(® = p;, bzw. p = p!® = p,. Diese
Bereiche sind durch eine Phasengrenzlinie getrennt.

Die freie Energie der Mischung im Zweiphasengebiet lautet
Fy = [ A + (o) AP + 10 (4.5)

wobei die Flichen A(®) und A® der Dominen eindeutig bestimmt sind, da die
Gesamtflache der Membran

A=Al 4 A0 (4.6)
und die mittlere Dichtedifferenz
— 1 o o
b= Z(’0( VAW 4 p8) 40 (4.7)

wegen der vorgegebenen Teilchenzahlen konstant sind.

Die Inhomogenitét des Ordnungsparameterprofils in der Nidhe der Phasen-
grenze fithrt zu einem Beitrag Fl(a’ﬁ) der Grenzlinie zur freien Energie. Dieser
Beitrag skaliert mit der linearen Ausdehnung L) des Systems parallel zur Grenz-
linie. Im thermodynamischen Limes wird die Linienspannung definiert durch

o= lim F /LII . (4.8)

Ljj—oo
Damit lautet der Energiebeitrag niedrigster Ordnung einer Grenzlinie auf einer
gekriimmten Fliche!

FeP' = [ dio . (4.9)

da

In hoherer Ordnung kénnen Terme auftreten, die von den lokalen Kriimmungen der Fléche
am Ort der Grenzlinie abhéngen
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Hier bezeichnet dl das Langenelement der Grenzlinie da auf der Membran.

4.1.2 Gesamtenergie zweikomponentiger Vesikel

Die Beschreibung von Phasentrennung auf einer Membran ist analog zur Behand-
lung von Phasentrennung in dreidimensionalen Mischungen von Fliisssigkeiten.
Allerdings werden im Fall einer Membran zusétzlich zu Anderungen des Ord-
nungsparameterprofils p Formanderungen der Flache zugelassen. Dies entspricht
der Einfithrung eines zweiten Feldes, dem Ortsvektor R(s', s*) der von der Mem-
bran definierten Flache im Raum. Das Energiefunktional des Feldes R ist die
Biegeenergie der Membran.

Damit kénnen theoretische Vorhersagen fiir das Verhalten zweikomponentiger
Vesikel durch Minimieren der Gesamtenergie

F=F,+F, (4.10)

unter der Nebenbedingung konstanter Gesamtfliche A und kontanter mittlerer
Dichte p abgeleitet werden. Dabei ist F,, die durch Gleichung (4.5) gegebene
freie Energie der Mischung und F} ist die Biegeenergie der Membran.

Wie bei der Modellierung der Phasentrennung wird auch fir die Biegeenergie
eine vereinfachte Beschreibung ohne Beriicksichtigung der Kopplung der Doppel-
schichten verwendet. Dies entspricht der Annahme kurzer Flip-Flop Zeiten der
Molekiile zwischen den beiden Monoschichten. Fiir Phospholipid—Cholesterin—
Membranen sind Flip—Flop—Zeiten der Cholesterinmolekiile von ca. 1 Minute
gemessen worden [94], so dal diese Annahme im Fall von Cholesterin realistisch
ist. Die Biegeenergie wird daher im SC-Modell formuliert und lautet fiir ein

System aus zwei Doméinen?

K

FbE

) (@2, K7 )
5 /dA(:ZH — )2 4 T/ dAQH — CP)e (4.11)
a B

Aufgrund der Homogenitat der Doménen ist die Biegesteifigkeit x und die spon-
tane Kriitmmung Cj innerhalb der jeweiligen Doménen konstant. Diese Parameter
unterscheiden sich jedoch im allgemeinen fiir die beiden Doménen « und 3. Die
Kopplung zwischen der Dichte p und der Form R entsteht durch die Randener-
gie Fl(a’ﬁ. Diese Kopplung ist auf den Term ~ ¢“9;pd;p in Gleichung (4.2)
zuriickzufithren, der Inhomogenitaten des Ordnungsparameters an die Metrik der
zugrundeliegenden Flache koppelt.

Zur weiteren Vereinfachung des Problems wird angenommen, dafl fiir beide
Doménen |f3p*A > & gilt, wobei f, in Gleichung (4.3) definiert wurde. In
diesem Grenzfall beeinflussen Forménderungen nicht die Thermodynamik der

ZHier wurde der Beitrag der Gaufischen Kriimmung zunichst weggelassen. In Kapitel 4.3
wird der Einflu} dieses Terms auf die Form diskutiert.
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R

Abbildung 4.2: Parametrisierung der Kontur eines Vesikels mit zwei Domédnen a und
B durch die Funktionen R(S), Z(5) und (5) der Konturlinge 5. Die Domé&nengrenze
entspricht einem Punkt auf der Kontur bei § = 5.

homogenen Phasen. Das bedeutet, daB die Flichen A(®) und A®), sowie die
Ordnungsparameter p(®) und p'®) der Doménen unter Forménderungen konstant
sind. Damit kénnen die Flichendichten der freien Energie f(p(®) und f(p®) in
F,, durch Lagrangemultiplikatoren ¥(® und X zur Beriicksichtigung der Ne-
benbedingungen an die Flichen A®) und A®) ersetzt werden. Das Vesikel wird
dann durch Minima des Funktionals

F K

() (@2, K7 )
. /dA(2H—00“)2+T/dA(2H—CO i [ die
a 8

2 da
+ x4 L v A8 4 py (4.12)

beschrieben, wobei P entweder ein Lagrangemultiplikator zur Beriicksichtigung
der Nebenbedingung an das eingeschlossene Volumen V' oder die Druckdifferenz
zwischen Vesikelinnerem und dem Auflenraum ist.

4.1.3 Formgleichungen und Anschluflbedingungen

Axialsymmetrische Formen minimaler Gesamtenergie F' fiir feste Doménengrofien
A und A® lassen sich durch Losungen von Formgleichungen bestimmen. Ab-
bildung 4.2 zeigt die Parametrisierung eines axialsymmetrischen Vesikels mit zwei
Domaénen durch die in Kapitel 3.2 eingefithrten Funktionen R(S), Z(S) und
¥(S), wobei S auch hier die Bogenldnge der Kontur bezeichnet. Die Doméne
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B wird durch das Intervall S = 0 < S < 51, die Doméne « durch das Intervall
S1 < 5 < 53 beschrieben. Bei S = 5 liegt die axialsymmetrische Doménengrenze
auf der Kontur.

Die Formgleichungen zweikomponentiger Vesikel werden durch eine Verallge-
meinerung der in Kapitel 3.2 fiir homogene Vesikel verwendeten Methode be-
stimmt. Die Parametrisierung der Kontur durch die Bogenldange S fihrt fir
inhomogene Vesikel bei Variationen der Lage 57 der Doméanengrenze zu Schwie-
rigkeiten. Es ist daher giinstiger, fiir die Variation der Form eine verallgemeinerte
Parametrisierung zu verwenden. In dieser Parametrisierung wird die Variation
durchgefithrt. Anschliefend wird ein Parameterwechsel vorgenommen und die
Formen werden wieder durch die Bogenlange S beschrieben. Diese Methode ist
in Anhang C beschrieben. Sie fithrt fiir jede Doméane auf die Formgleichungen
(C.15)-(C.18), die aus den Formgleichungen homogener Vesikel (3.5)-(3.9) mit
n = 0 hervorgehen, wenn P, ¥ und ~ durch P/p®, O/, und 4 /pl) ersetat
werden. Dabei bezeichnet i = «, # die jeweilige Doméne und p = £ /£ ist
die relative Biegesteifigkeit der Domaéanen.

Der Einflul der Doméanengrenze aut die Form wird durch die Anschlufibedin-
gungen

v(S1+€)—4(S —€) = o/ (4.13)
m(a),zL(Sl +€) — ,g(ﬁ),&(gl —¢) = (ﬁ(ﬁ) _ ﬁ(a))%
10 B (4.14)

bei S = 57 beschrieben, die im Grenzfall ¢ — 0+ zu lesen sind. Diese Anschluf}-
bedingungen folgen aus den Variationen der Kontur bei der Doméanengrenze und
entsprechen Sprungbedingungen an v(S) und an ¢(S) bei S = 5.

Zu beachten ist, daB die AnschluBbedingungen (4.13) und (4.14) unter der Ne-
benbedingung einer glatten Form, mit stetigen Ableitungen R(S) und Z(S) bei
S = 51, hergeleitet wurden. Dieser Nebenbedingung entspricht die physikalische
Annahme, daf die Membran auch am Ort der Doménengrenze eine kontinuierliche
Doppelschicht bildet. Wenn die Struktur der Membran in der Doménengrenze
stark von der einer Doppelschicht abweicht, sind andere Situationen, wie zum
Beispiel eine Diskontinuitat von #(S5) bei S = S; moglich. Eine derartige Dis-
kontinuitédt dndert die Zwangsbedingungen an die Variationen bei S = 57 und

fithrt zu einer Modifikation der Anschlufibedingungen (4.13) und (4.14).

4.2 Doméaneninduzierte Knospenbildung

In diesem Kapitel wird doméneninduzierte Knospenbildung in dem durch Glei-
chung (4.12) definierten Modell zweikomponentiger Vesikel untersucht. Stationdre
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Formen und deren Energie werden als Losungen der im letzten Abschnitt herge-
leiteten Formgleichungen und Anschluflbedingungen bestimmt.

Zwei unterschiedliche physikalische Situationen werden betrachtet: (i) Die
Membran wird durch eine Temperaturdnderung tief in den Bereich spinodaler
Entmischung gebracht. In diesem Fall treten nach Erreichen des thermischen
Gleichgewichts zwei Doménen a und 3 auf, deren Flichen A und A® durch
die Hebelregel (4.6) und (4.7) festgelegt sind. In der Zeitspanne bis zum Errei-
chen des Gleichgewichts kann ein Volumenaustauch zwischen dem Inneren und
dem AuBeren des Vesikels stattfinden. Die resultierende Form ist daher durch
verschwindende Druckdifferenz P = 0 gekennzeichnet.

Im Fall (ii) wird die Membran in das Nukleationsregime der Phasentrennung
gebracht. Die Dynamik der Phasentrennung unterscheidet sich dann von der in
Fall (i). Sobald eine kritische Doméne § (die dem kritischen Tropfchen in drei
Dimensionen entspricht) auf der Membran « entsteht, wachst dieses an. Ist die
Aktivierungsenergie der kritischen Doméne groff genug, so wird im allgemeinen
nur eine Doméne entstehen, deren Wachstum untersucht werden kann. Dabei
ist die Mischung nicht im thermischen Gleichgewicht, sondern sie ist durch ein
Anwachsen von A charakterisiert. Wenn das Vesikel beziiglich seiner Form
auf kiirzeren Zeitskalen relaxiert als beziiglich seiner Zusammensetzung, dann
kann die Form in guter Naherung zu jedem Zeitpunkt als Minimum der durch
Gleichung (4.12) gegebenen Gesamtenergie fiir die gerade eingestellten Werte von
A®) und A©® bestimmt werden. Da auf der Zeitskala des Domanenwachstums
das eingeschlossene Volumen V' im wesentlichen konstant ist, muf} in diesem Fall
eine weitere Nebenbedingung an das reduzierte Volumen v beriicksichtigt werden.

4.2.1 Knospenbildung bei verschwindendem Druck
Energiediagramme

Betrachtet wird ein axialsymmetrisches Vesikel bei verschwindender Druckdif-
ferenz P = 0. Zunéachst wird der einfachste Fall identischer Biegesteifigkeiten
& = k(% = k¥ der Doménen o und 3 und verschwindender spontaner Kritmmun-
gen Céa) = Céﬁ) = 0 untersucht.

In diesem Fall bestimmen zwei dimensionslose Parameter die Form des Vesi-
kels. Die relative Doméanengrofie

AB)
Al@) 4 AB)

X

(4.15)

und die reduzierte Linienspannung
A=0Ry/k® = Ry/E | (4.16)
wobei 47 R2 = A(®) + AP), Dabei ist ¢ = &9 /o die in Gleichung (4.1) eingefiihrte

Knospungsslange.
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Abbildung 4.3: Energie F' als Funktion der reduzierten Linienspannung A fiir unter-
schiedliche Werte der relativen Dominengrofe z, £(®) = (%) und C'(()a) = C'(()’g) = 0 bei
P = 0. Bei wachsendem A durchliuft die Form eine Gibbsschleife und endet in einer
Grenzform L. Fine diskontinuierliche Formumwandlung zwischen einer unvollstindi-
gen Knospe und einer vollstindigen Knospe tritt in den Punkten Dp,q auf.

Abbildung 4.3 zeigt den Verlauf der Energie F' als Funktion von A fiir unter-
schiedliche feste Werte von x. Alle Kurven beginnen bei A = 0 mit einer Kugel
mit F/(87k) = 1. Fir zunehmendes A wichst die Linienenergie, und die Form
beginnt von einer Kugel abzuweichen. Dieser Zustand wird unvollstindige Knospe
genannt. Der weitere Verlauf der Energie zeigt eine Gibbsschleife. Da

OF 9X = 27k R(S))/Ro (4.17)

den durch die Linienspannung eingeschniirten Radius R(S;) des Vesikels liefert,
entspricht der Diskontinuitat von 9F/0X bei Dy,q eine diskontinuierliche For-
mumwandlung von der unvollstindigen Knospe zu einer wvollstindigen Knospe.
Dabei schniirt sich das Vesikel ein, was zur Bildung eines kleinen Halses fiihrt.
Bei weiterem Anwachsen von A verschwindet der Halsdurchmesser R(S1) bei der
Grenzform L. Diese Grenzform besteht aus zwei Kugeln und besitzt die Energie
F/(87k) =2.

Knospenbildung fiir eine wachsende Doméne 3, das heiffit wachsendes z, ist
in Abbildung (4.4) fiir festes A = 7 gezeigt. Wahrend in (a) der Verlauf der

Energie F' als Funktion der relativen Doméanengrofie « dargestellt ist, zeigt (b)
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Abbildung 4.4: (a) Energie F' als Funktion der relativen Doménengrofle @ fiir festes
A = 7. Diskontinuierliche Knospenbildung Dy,q fithrt auf eine Form mit kleinem, aber
endlichem Hals. Dieser Hals verschwindet in der Grenzform Lg. (b) Formen zum
Energiediagramm (a) mit unterschiedlichen Werten von z. Diskontinuierliche Knos-
penbildung erfolgt zwischen den beiden Formen mit = = 0.1.

die entsprechende Formsequenz. Dabei wird das Einschniiren des Vesikels und
die Bildung einer Knospe deutlich.

Die verallgemeinerte Halsbedingung

Die durch Doménenwachstum entstehenden Knospen besitzten zunachst einen
endlichen Hals. Der Durchmesser dieses Halses nimmt mit dem weiteren Wachs-
tum der Doméne ab, bis sich die Knospe schlieit, sobald die Grenzform L
erreicht ist. Fir P = 0 besteht diese Grenzform aus zwei Kugeln, eine wird
von der a—Domaéne gebildet, die zweite von der f—Doméne. Beide Kugeln sind
durch einen infinitesimalen Hals verbunden. Diese Grenzform erfiillt eine einfa-
che Bedingung fiir die Stationaritat des Halses. Eine derartige Halsbedingung
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ist urspriinglich fiir homogene Vesikel eingefithrt worden, wo ein infinitesimaler
Hals nur fiir Cy # 0 existieren kann (siehe Gleichung (1.3)). Fiir Grenzformen
inhomogener Vesikel muf} diese Halsbedingung verallgemeinert werden.

Die numerische Analyse der Grenzformen L. mit P = 0 zeigt, daf} diese
Formen alle die verallgemeinerte Halsbedingung

1 o
K@ @) o o8 o) = 5(“(@05 )+ kD0 4 o) (4.18)

erfiillen. Hier sind H(®) und H® die mittleren Kritmmungen der beiden Doménen
in dem Punkt, in dem sich die beiden Kugeln beriihren. Fiir eine homogene Mem-
bran mit Céa) = Céﬁ), £ = £ und ¢ = 0 folgt aus (4.18) die bekannte Hals-
bedingung (1.3) fiir homogene Vesikel. Fiir identische Doméanen ohne spontane
Kriimmung zeigt die Halsbedingung

HY 4+ H® =5 /2k | (4.19)

daf eine Linienspannung alleine auch ohne eine spontane Kriitmmung einen infi-
nitesimalen Hals stabilisieren kann. Da die Grenzformen L., aus zwei Kugeln mit
H®) =1/(Roz'?) und H® = 1/(Ro(1 —z)"/?) bestehen, legt die Halshedingung
(4.18) die Lage

(@) 9 9 ()
_Fk _F @) B ‘
M) =5 =z Tz wm T (4.20)
der Grenzformen L in der (z, A)-Ebene fest, wobei cg) = Céi)RO die reduzierten

spontanen Kriimmungen bezeichnen. Im Fall identischer Doméanen ohne spontane
Kriimmung gilt

AL<x>=%+¢f__x ,

was die Lage der Punkte L. in den Abbildungen 4.3 und 4.4 beschreibt.

(4.21)

Phasendiagramme fiir P =0

Aus Diagrammen der Energie F' als Funktion der relativen Doménengréfie @ bzw.
der reduzierten Linienspannung A kénnen Phasendiagramme fiir doméanenindu-
zierte Knospenbildung bestimmt werden. Abbildung 4.5 zeigt dieses Phasendia-
gramm als Funktion von z und A fiir zwei identische Doménen (®) = £ ohne
spontane Krimmung. Wegen der Identitat der Doméanen ist das Phasendiagramm
symmetrisch unter der Transformation + — —x + 1, was einem Vertauschen der
Domaénen entspricht. Die Linie Ap(x) der Grenzformen L. mit infinitesimalem
Hals ist durch Gleichung (4.21) analytisch gegeben. Oberhalb dieser Linie blei-
ben die Grenzformen L. Formen minimaler Energie. Sie sind dort jedoch keine
stationdren Formen mehr, sondern Randminima.
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Abbildung 4.5: Phasendiagramm fiir domaneninduzierte Knospenbildung als Funktion
der relativen DominengréBe z und der reduzierten Linienspannung A fiir zwei identische
Dominen k(®) = £ ohne spontane Kriimmung. Diskontinuierliche Knospenbildung
erfolgt entlang der Linie Dy,q. Der kleine Hals der Knospe schlieBt sich entlang der
Linie L.

Entlang der Linie Dy,q mit A = Ap(z) treten diskontinuierliche Formumwand-
lungen zwischen einer unvollstandigen und einer vollstandigen Knospe auf. Fiir
diese Linie ist kein analytischer Ausdruck bekannt. Sehr hilfreich beim Studium
der Phasendiagramme fiir verschiedene Werte der Biegesteifigkeiten () und der
spontanen Kriitmmungen Céz) ist eine Approximation S\D(x) fiir diese Linie. Diese
Approximation erhalt man aus dem Vergleich der Gesamtenergie einer Kugel mit
zwei Domaénen mit einer Konfiguration von zwei Kugeln a und 3 ohne Linienener-
gie. Diese Energien sind gleich groB, wenn A = Ap(z) mit

~ 2 N
+ /-z(a)céa)(l —z—(1—a)) + ﬂ(ﬁ)céﬁ)(:c - :1;1/2)) . (4.22)

Im Fall identischer Doméanen ohne spontane Kriimmungen vereinfacht sich Glei-
chung (4.22) zu
N 2
Ap(z) = ———= . 4.23
o= 42
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Abbildung 4.6: Phasendiagramm fiir Knospenbildung als Funktion der relativen
Domiinengréfe z und der reduzierten Linienspannung A fiir x(®) = (%), céa) =0
und céﬁ) = 1. Knpspenbildung erfolgt diskontinuierlich bei den Punkten Dj,q4. Die
gestrichelte Linie Ap(z) zeigt die durch Gleichung (4.22) gegebene Niherung fiir die

Phasengrenze Dpygq.

Es gilt Ap(z) S Ap(z) und Gleichung (4.22) gibt zusammen mit Gleichung (4.20)
die Topologie des Phasendiagramms in der (z, A\)-Ebene in vielen Fallen richtig
wieder.

Als Beispiel zeigt Abbildung 4.6 das Phasendiagramm mit &(*) = x(%), céa) =
und céﬁ) = 1. Die Linie L. der Grenzformen ist trotz der unterschiedlichen spon-
tanen Krimmung beider Doménen symmetrisch unter + — —z + 1, da nach
Gleichung (4.20) die spontane Kriimmung einen konstanten Beitrag zu Ap(x)
liefert. Die Kreuze markieren numerisch bestimmte Punkte der Phasengrenze
Ap(x). Die Symmetrie © — —z + 1 dieser Linie ist gebrochen und Knospenbil-
dung erfolgt bei kleineren Werten von z als im Fall verschwindender spontaner
Kriimmung. Die Approximation S\D(aj) gibt qualitativ die korrekte Phasengrenze
wieder, tiberschitzt jedoch die Asymmetrie der Linie Ap(x).

Die Symmetrie der Phasengrenze Ap(x) bei identischen Doménen wird auch
gebrochen, wenn sich die Biegesteifigkeiten der o und 8 Doméanen (bei verschwin-
dender spontaner Kriitmmung) unterscheiden. Wenn die Biegesteifigkeit x(*) der
wachsenden Domine kleiner ist als £(®), dann tritt die Knospenbildung schon bei
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kleineren Werten von = auf. Umgekehrt werden groflere Knospen erzeugt, wenn
die wachsende Doméne steifer ist als die Membranmatrix. Beide Félle werden
ebenfalls in guter Ndherung durch Gleichung (4.22) beschrieben.

4.2.2 Knospenbildung bei konstantem Volumen

Im letzten Abschnitt wurde doméneninduzierte Knospenbildung mit einem Vo-
lumenaustausch zwischen dem Vesikelinneren und dem Auflenraum untersucht.
Ein derartiger Volumenaustausch ist fiir die Beobachtung von Vesikeln nach re-
lativ langen Equilibrierungszeiten realistisch. Wird die Forméanderung wahrend
kiirzerer Zeiten beobachtet, so ist kein Volumenaustausch moglich. Die Form des
Vesikels ist in diesem Fall durch das Minimum von ' aus (4.12) unter Bertick-
sichtigung einer zusétzlichen Nebenbedingung an das eingeschlossene Volumen V
gegeben. Ein Beispiel fir diese Situation ist das Wachstum einer Doméne 3 auf
einem Vesikel a im Nukleationsregime der Phasentrennung, wenn die Form des
Vesikels sich unmittelbar an die wachsende Doméne anpafit.

Im allgemeinen wird die Nebenbedingung an das Volumen Knospenbildung
behindern, da die Menge realisierbarer Formen eingeschrankt ist. Startet man
namlich mit einer Kugel mit reduziertem Volumen v = 1, so ist bei festem re-
duziertem Volumen iiberhaupt keine Forménderung méglich, und eine Domaéne
wird in diesem Fall einfach auf der Kugel wachsen. Dies dndert sich fir v < 1,
wo Forméanderungen bei festem v stattfinden kénnen.

Ausgangsform ist eine stationdre Form eines homogenen Vesikels bei festem
reduzierten Volumen. Dabei wird der einfachste Fall Cy = 0 betrachtet, in dem
die Form kleinster Biegeenergie fiir 0.651 S v < 1 ein axialsymmetrischer Prolat
(siehe Abbildung 1.4 (b)) ist [76]. Eine auf einem prolaten Vesikel a wachsende
Doméne # wird bevorzugt auf einer der beiden ,,Polkappen® entstehen. Dies ist
die Konfiguration mit der grofiten Symmetrie, die zwar die Spiegelsymmetrie des
Prolaten bricht, die Axialsymmetrie dagegen erhalt.

Abbildung 4.7 (a) zeigt die Energie F' als Funktion von z fiir das reduzierte
Volumen v = 0.8 und die reduzierte Linienspannung A = 12 fiir zwei identische
Doménen mit £ = £ und céa) = céﬁ) = 0. Knospenbildung tritt auch hier
als diskontinuierliche Formumwandlung bei Dy, auf. Bei der experimentellen
Beobachtung einer wachsenden Doméne tritt die Formumwandlung auf, sobald
die bei der Knospenbildung zu tiberwindende Energiebarriere von der Groéfien-
ordnung der thermischen Energie kgT' ist. Dies geschieht spatestens im Punkt
My, in dem die unvollstindige Knospe instabil wird. Fine entsprechende Sequenz
von Formen ist in Abbildung 4.7 (b) gezeigt. Die erste Form mit @ = 0 ist der
homogene Prolat mit v = 0.8. Auf dieser Form wéchst mit zunehmendem x eine
Domaéne 3, die durch eine diskontinuierliche Formumwandlung eine Knospe bil-
det. Die Grenzform L. mit infinitesimalem Hals besteht aus einer kleinen Kugel
und einem homogenen Prolaten mit v ~ 0.87.
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Abbildung 4.7: (a) Energie F' als Funktion der relativen Doménengrofle = fiir festes
reduziertes Volumen » = 0.8 und einer reduzierten Linienspannung A = 12. Ab dem
Punkt Dypyq ist die vollstindige Knospe energetisch giinstiger als eine unvollstindige
Knospe. Die unvollstindige Knospe bleibt lokal stabil bis zu dem Punkt M;,. (b)
Beispiele fiir Formen mit unterschiedlichen Werten von z.

Aus diesem und anderen Energiediagrammen lafit sich das in Abbildung 4.8
dargestellte Phasendiagramm fiir v = 0.8 bestimmen. Fiir A > A\¢ findet bei der
Linie Dy,4 eine diskontinuierliche Formumwandlung von einer unvollsténdigen zu
einer vollstandigen Knospe statt. Diese Linie endet in dem kritischen Punkt C.
Der Hals der vollstdndigen Knospe verschwindet bei Erreichen der Grenzformen
Ly Fir Ay, < A < A wird immer noch eine Knospe gebildet, die Unterscheidung
von unvollstdndigen und vollstandigen Knospen ist hier nicht mehr sinnvoll, da
Knospenbildung kontinuierlich stattfindet. Fiir A < A, wachst die Doméne aut
dem Vesikel und verédndert dessen Form, ohne eine Knospe zu bilden.
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Abbildung 4.8: Phasendiagramm fiir dom&neninduzierte Knospenbildung bei konstan-
tem reduzierten Volumen v = 0.8 als Funktion der reduzierten Linienspannung A und
der relativen Domianengréfe z. Diskontinuierliche Formumwandlungen findet entlang
der Linie Dp,q statt. Diese Linie endet in einem kritischen Punkt C'. L. bezeichnet
eine Linie von Grenzformen mit infinitesimalem Hals.

Die Grenzformen L bilden eine Linie Ay (z) in der (z, A)-Ebene. Sie bestehen
aus zwel Teilformen, die durch einen infinitesimalen Hals verbunden sind. Auch
im Fall konstanten reduzierten Volumens v legt eine verallgemeinerte Halsbedin-
gung die Lage Ap(z) der Grenzformen fest. In diesem Fall sind die Grenzformen
jedoch komplizierter als fiir P = 0. Wéhrend fiir P = 0 bei Erreichen der Grenz-
form Lo immer ¥(S1) = 7/2 gilt und die Doménengrenze im Punkt kleinsten
Halsdurchmessers liegt, ist ¢)(S7) bei Grenzformen mit festem reduziertem Volu-
men nicht konstant. Dies hat zur Folge, dafl die Halsbedingung fiir konstantes v
auch von t(S5;) abhangt und daher durch eine Verallgemeinerung von Gleichung
(4.18) beschrieben wird. Fir diese Halsbedingung ist jedoch keine analytische
Darstellung bekannt. Die in Abbildung 4.8 gezeigte Linie Ap(z) wurde durch
numerisches Integrieren der Formgleichungen bestimmt.

Die beiden Teilformen der Grenzformen L . sind stationare Formen homogener
Vesikel. Die Knospe ist kugelformig und beriihrt einen Prolaten, der durch sein
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reduziertes Volumen
v — x?}/ 2
vp = ——=——
P (1—ap)??

bestimmt ist, wobei z1, die relative Doméanengréfie der Grenzform bezeichnet. Es
gilt v < vp < 1, und das reduzierte Volumen des Prolaten wéchst entlang der
Linie L. mit zunehmendem z. Bei ¢ = z,, mit

(4.24)

v — l’?/?
1= W , (4.25)

ist vp = 1, und die Linie L. endet in dem Punkt L,,. Die entsprechende Grenz-
form besteht aus zwei Kugeln mit Radienverhéltnis xif/(l — zg) Y%

Fir > x4, existieren keine Grenzformen mit kleinem Hals, da solche For-
men nicht mit der Nebenbedingung an v vertréglich sind. Betrachtet man eine
derartige Form bei festem x und wachsendem A, so wird sie sich entlang der
Doménengrenze einschniiren um die Linienenergie zu senken. Das konstante re-
duzierte Volumen erlaubt in diesem Fall jedoch nicht, dafl der Halsdurchmesser
beliebig klein wird. Fiir A — oo wird eine Grenzform mit divergierender Linien—
und Biegeenergie erreicht, die aus zwei offenen Kugelsegmenten mit den Flachen
A und AP besteht. Beide Segmente sind entlang eines Kreises mit endlichem
Durchmesser verbunden.

Die Phasendiagramme fiir 0.8 < v < 1 sind dem fiir v = 0.8 &hnlich. Mit wach-
sendem v wird Knospenbildung zunehmend unterdriickt, tritt erst bei groferen
Linienspannungen A auf und fithrt zu kleineren Knospen. Fiir v — 1 verschwindet
Knospenbildung ganz. Bei kleinem reduziertem Volumen ist die Situation kom-
pliziert, da fir v < 0.652 und = = 0 homogene Diskozyten die Biegeenergie mini-
mieren. Die Auswirkungen einer wachsenden Doméne auf den Diskozyt—Prolat—
Ubergang sind nicht untersucht worden. Fiir Diskozyten erscheint die Wahl ei-
ner axialsymmetrischen Konfiguration des Vesikels mit wachsender Doméne nicht
mehr gerechtfertigt, da Doménen in diesem Fall héufig auf dem stark gekriimm-
ten ,, Aquator® wachsen konnten. Dies fithrt zu nichtaxialsymmetrischen Formen,
fiir deren Beschreibung die Formgleichungen (C.15)—(C.18) nicht geeignet sind.

4.3 Gaullsche Biegesteifigkeit und die Form in-
homogener Vesikel

Bei der Definition der Biegeenergie des SC-Modells in Gleichung (2.1) trat neben
der gew6hnlichen Biegeenergie die Gaufische Biegeenergie auf. Im Fall homoge-
ner Vesikel hat die GauBsche Biegeenergie keinen Einflufl auf die Form, da dieser
Beitrag nach dem GauB-Bonnet Theorem (A.11) eine topologische Invariante
ist. Aus diesem Grund lafit sich der elastische Parameter kg nicht experimentell
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bestimmen, und iiber elastische Eigenschaften, die der Gauflschen Biegeenergie
entsprechen, ist nur sehr wenig bekannt. Diese Situation dndert sich bei inhomo-
genen Vesikeln, deren Form von der Gaufschen Biegeenergie mitbestimmt wird.

Gauflsche Kriimmungsenergie

Der Einflufl der Gauflschen Biegesteifigkeit auf die Form eines inhomogenen Ve-
sikels 148t sich am Beispiel von Phasentrennung der Membran in zwei Doméanen
a und B mit KI(G?) # /i(Gﬁ untersuchen. Zu der Biegeenergie F}, aus (4.11) wird in
diesem Fall der Beitrag der Gauschen Kriitmmung der Doméanen

Fo= sl / dA K + £ /ﬁ dA K (4.26)

addiert. Damit lautet die Gesamtenergie

Das GauB-Bonnet Theorem erméglicht eine Vereinfachung von Fg. Die Beitrage
der beiden Doménen « und /3 lassen sich unter Verwendung von Gleichung (A.12)
durch ein Integral tiber den Doméanenrand da ausdriicken als

Fo = —(IQ(GQ) — K(Gﬁ)) . C,dl + 2%(&((?) + K(Gﬁ)) ) (4.28)

Dabei ist C, die in Gleichung (A.14) definierte geodatische Kriimmung und d/
das Linienelement auf dem Doméanenrand.

Dieser Energiebeitrag der Gaufischen Krimmung besteht aus einem Term,
der von der Form der Doménengrenze abhingt® und einer Konstanten, die im

folgenden weggelassen wird. Nur die Differenz /Q(GQ) — /i(Gﬁ) ist relevant fiir die

Form des Vesikels.

Axialsymmetrische Formen

Fiir ein axialsymmetrisches Vesikel mit axialsymmetrischer Doméanengrenze 1483t
sich Gleichung (4.28) weiter vereinfachen. Die Parametrisierung der Doméanen-
grenze bei S = 5; lautet

R(S1)sin ¢(1)
R(l) = | R(51)cos ¢(1) ; (4.29)
Z(51)

3Da die Gaufische Biegeenergie F} skaleninvariant ist, hingt sie nur von der Form und nicht
wie die Linienenergie Fj, von der Lange der Grenzlinie ab.
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wobei ¢(1) = 1/(2x R(S1)) ist. Mit dem Ausdruck

sint(.S1) sin ¢(1)
n(l) = (sinzb(Sl)cos qb(l)) (4.30)
cos 1h(51)

fiir den Normalenvektor entlang der Doméanengrenze ergibt sich mit Gleichung
(A.14) fiir die geodatische Kriummung

Cy(l) = —costp(S1)/R(S1) . (4.31)

Wird dieser Ausdruck in (4.28) eingesetzt, so folgt fiir axialsymmetrische Formen
.y (@) _ .(8) o

Fo =2n(kg’ — K& )cosp(S1) (4.32)

wobei der konstante Beitrag in Gleichung (4.28) weggelassen wurde.

Die Herleitung der Formgleichungen fir zwei Doménen mit unterschiedlichen
GaufBlschen Biegesteifigkeiten wird analog zu dem in Anhang C beschriebenen
Verfahren durchgefithrt. Da die Gauflsche Krimmung nur an der Doménen-
grenze mit S = 57 beitragt, &ndern sich die Formgleichungen (C.15)—(C.18) und
die Randbedingungen bei S = Sy und S = S3 nicht, wenn zusédtzlich die Ener-
gie (4.32) beriicksichtigt wird. Die Anschlubedingungen (4.13) und (4.14) der
Doménen bei der Doménengrenze S = S; werden modifiziert, da die Variation
OFg = —27r(/<zg) — ﬁg))sin ¥ (51)61(S1) in Gleichung (C.21) einen zusétzlichen
Beitrag liefert. Dies fithrt auf die Anschluflbedingungen

1S+ =S¢ = o/s? (4.33)
' ; a in (S
kOP(S) +€) — k@PP(S; —¢) = —(k®) — k) 4 £l — K(Gﬁ))w
R(51)
—}—/f(a)céa) _ K(ﬁ)céﬁ) ' (4.34)

Hieraus folgt, daf} fiir zwei Doménen, die sich nur in der GauBschen Biegesteifig-
keit k¢ unterscheiden, bei der Doméanengrenze ein Sprung von @ auftritt.

Energiediagramme

Zur Beschreibung der Differenz der Gauflschen Biegesteifigkeiten der beiden Do-
ménen wird der dimensionslose Parameter

() (8)

/QG - /fG c
p=t (4.35)

eingefithrt. Die numerischen Losungen der Formgleichungen (C.15)—(C.18) mit
den Anschlufibedingungen (4.33) und (4.34) zeigen, dafl die Struktur der Ener-
giediagramme fiir p = 0 und fiir p # 0 qualitativ verschieden ist. Abbildung 4.9
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Abbildung 4.9: (a) Energie F' als Funktion der relativen Dominengréfie z fir A =
7 und p = —1. Die Grenzform Lg tritt bei « = 0 auf. Entlang der gestrichelten
Linie liegen vollstindige Knospen Lp mit infinitesimalem Hals. Im Punkt M wird die
unvollstindige Knospe instabil. (b) Energie F' als Funktion von z fiir p = 1.

zeigt die Gesamtenergie F firr k = x(®) = (% und céa) = céﬁ) = 0 als Funktion
der relativen DoménengroBe x fiir A = 7. Dabei wurde in (a) p = —1 und in
(b) p = 1 gew&hlt. Der Ast stationdrer Formen endet bei x = 0 in einer Grenz-
form Lg. Die unterbrochene Linie mit F'/(87k) = 1.75 beschreibt Randminima
Lp, die fir groBe = die Formen kleinster Energie sind. Die Formen Lg und Lp
bestehen aus zwei Kugeln mit Radienverhaltnis «'/2/(1 — x)'/2, die durch einen
infinitesimalen Hals verbunden sind.

Eine diskontinuierliche Formumwandlung Dy, tritt auf, wenn der Ast sta-
tiondrer Formen die Linie Lr schneidet. In der Spinodalen M werden die sta-
tiondren Formen instabil. Spétestens ab diesem Punkt wird eine Knospe gebildet.
Dabei entstehen vollstdndige Knospen Lg, deren Hals geschlossen ist. Vergleicht
man dieses Diagramm mit Abbildung 4.4 fiir p = 0, so féallt auf, daf dort zunéachst
ein endlicher Hals entsteht, der sich fiir weiter zunehmendes = bei den Grenzfor-
men L, schlieBt. Kleine, aber endliche Hélse sind fiir p = 41 instabil. Interessant
ist auch, daf} die Gibbsschleife fiir p = +1 starker ausgepragt ist als fir p = 0.
Damit ist die zu tiberwindende Energiebarriere deutlich grofler, was zu einer aus-
gepragteren Hysterese bei der Formumwandlung fiihrt.

Die in Abbildung 4.9 dargestellten Energiediagramme zeigen einen deutlichen
Unterschied zwischen positiven und negativen Werten von p. Die Formumwand-
lung Dyyg tritt fiir p > 0 bei kleineren x auf als fir p < 0. Dies 1a8t sich durch
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ein einfaches Argument verstehen. Im Fall p > 0 ist fiir eine flache Membran mit
¥(S1) = 0 die Energie Fz maximal. Knospenbildung auf der Membran fithrt zu
einer Absenkung dieser Energie, die fiir ¢/(S1) = 7 ein Minimum erreicht. Daher
wird in diesem Fall die Bildung einer Knospe durch die Gaufische Biegeenergie
unterstiitzt, so dal die Formumwandlung frither stattfindet. Umgekehrt mini-
miert fiir p < 0 die flache Membran die Energie F;. Die Gaufische Biegeenergie
hélt die Membran in diesem Fall in der Nahe der Doménengrenze flach. Dies
geschieht, indem die Doménengrenze aus der Halsregion gedrangt wird und fithrt
zu einer Behinderung der Knospenbildung. Die Formumwandlung tritt daher erst
bei groBeren Werten von z auf.

Infinitesimale Halse

Die Betrachtung der Energiediagramme fiir p = 41 zeigte, daf} die Gaufische Bie-
geenergie vor allem die Struktur der Halse beeinflufit. Ein kleiner Hals liefert einen
von seiner Grofle unabhingigen Beitrag ~ —4rkg der GauBischen Biegeenergie®.
Im Gegensatz dazu verschwindet der Beitrag der ,normalen® Biegeenergie Fj ei-
nes kleinen Halses, da die mittlere Krimmung H in der Halsregion endlich bleibt.
Daher ist die Energie dann minimal, wenn diejenige Doméane : = « oder « = 3
den Hals bildet, deren Gaufsche Biegesteigigkeit /ié) den kleineren Wert besitzt.
Die Domaénengrenze wird daher aus der Halsregion herausgedriangt. Im Gegen-
satz dazu liegt die Doménengrenze fiir p = 0 an der engsten Stelle innerhalb des

Halses.

Diese Wechselwirkung zwischen Hals und Doménengrenze fithrt bei verschwin-
dendem Halsdurchmesser zu einfachen Grenzfallen. Die Grenzformen Lg und Lg
bestehen aus zwei kugelférmigen Doméanen o und [, die durch einen infinitesi-
malen Hals miteinander verbunden sind®. Da der Beitrag der Biegeenergie F}, des
Halses und der Beitrag der Linienenergie F fiir diese Grenzformen verschwindet,
ist die Gesamtenergie der Grenzformen L bzw. Li gegeben durch

F = 8#(/1(“) + Ki(ﬁ)) + 27rp/<;(ﬁ) cosp(Sy) . (4.36)

Der erste Term in Gleichung (4.36) ist die Biegeenergie Fj der Kugeln o und
£ (mit céa) = céﬁ) = 0) und der zweite Term gibt den Beitrag der Gauflschen
Krimmungsenergie. Wie Abbildung 4.10 schematisch zeigt, kann der Winkel
¥(S1) im Grenzfall infinitesimalen Halsdurchmessers im Intervall 0 < ¢ < =x

beliebig eingestellt werden. Daher existieren fir p > 0 und fir p < 0 zwei

1Dies 1aBit sich folgendermaflen zeigen: Die Gauflsche Biegeenergie einer Kugel ist 47kg.
Betrachtet man zwei Kugeln, die durch einen infinitesimalen Hals verbunden sind, so liefern
beide Kugeln zusammen 87kg. Da die Form sphéirische Topologie besitzt, ist der Anteil des
Halses —47k¢, so dafl die Summe unverdndert bleibt.

5Die in Abbildung 4.9 auftretenden Grenzformen Lg mit # = 0 sind entartet, da hier
gleichzeitig der Halsdurchmesser und die Kugel der f—Domaéne verschwinden. Es existieren
jedoch auch Grenzformen L¢ fiir beliebige Werte von z wenn A = 0 ist.
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Abbildung 4.10: Schematische Darstellung der Halsregion fiir Grenzformen Lg und Lg.
Im Grenzfall infinitesimalen Halsdurchmessers R(S7) ~ 0 gilt (a) ¢(51) = 7 fiir p > 0
und (b) ¥(51) = 0 fiir p < 0.

unterschiedliche Grenzfille mit ¥(S;) = # bzw. (S51) = 0, bei denen jeweils
die Doméane mit kleinerem k¢ den Hals bildet. In dem einfachen Fall p = 0 gilt
dagegen 9 (S51) = # /2.

Zur vollstandigen Charakterisierung der Grenzformen ist die Frage nach der
Existenz einer Halsbedingung interessant. Eine derartige Halsbedingung wiirde
die Lage stationdrer Grenzformen L¢ in der (x, A\)-Ebene festlegen. Die nume-
risch bestimmten Grenzformen Lg existieren entweder bei x = 0 oder fur A = 0.
Dabei ist die Existenz dieser Grenzformen unabhdngig von den Kriimmungen
der beiden Kugeln im Kontaktpunkt. Es existiert daher keine Halsbedingung fiir
diese Formen.

Phasendiagramme

Trotz der gednderten Struktur der Energiediagramme fiir p # 0 &ndert sich an der
Topologie des in Abbildung 4.5 fiir p = 0 und P = 0 gezeigten Phasendiagramms
nur wenig, wenn Formen mit p # 0 betrachtet werden. Eine Linie Dy,q dis-
kontinuierlicher Formumwandlungen existiert auch in diesem Fall, dagegen fehlt
fiir p # 0 die Linie L., da ein kontinuierliches Schlieen des Halses nicht mehr
stattfindet.

Interessanter als der Fall P = 0 ist die Situation bei festem reduziertem Volu-
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Abbildung 4.11: Phasendiagramm fiir domineninduzierte Knospenbildung fiir festes
reduziertes Volumen v = 0.8 und p = —1. Knospenbildung findet entlang der Linie
Dyyq durch eine diskontinuierliche Formumwandlung statt. Diese Linie endet im Punkt
Lgy. Fiir grofere kleinere Werte von A ist Knospenbildung unterdriickt.

men v. In Abschnitt 4.2 wurde die Struktur des Phasendiagramms fiir doménen-
induzierte Knospenbildung unter Beriicksichtigung einer Nebenbedingung an das
reduzierte Volumen v beschrieben. Diese Nebenbedingung fithrt auf einen kriti-
schen Punkt C, bei dem die Linie Dj,4 endet. Da die Struktur der Energiedia-
gramme fiir p # 0 das Zusammenziehen der Gibbsschleife nicht mehr erlaubt,
kann kein kritischer Punkt mehr existieren. Abbildung 4.11 zeigt das numerisch
bestimmte Phasendiagramm fiir p = —1 und v = 0.8 fir céa) = Céﬁ) = 0 und
k(@) = (8, Entlang der Linie Dy,4 finden diskontinuierliche Formumwandlungen
statt. Oberhalb von Dy,4 liegen Randminima Lp die aus einem Prolaten o mit
einer kugelférmigen Knospe  bestehen. Beide Formen sind durch einen infini-
tesimalen Hals verbunden. Das reduzierte Volumen vp des Prolaten ist durch
Gleichung (4.24) gegeben. Diese Grenzformen existieren fiir @ < 4, wobei 4,
in Gleichung (4.25) definiert ist. Fir @ > x,, ist Knospenbildung durch die
Zwangsbedingung an das reduzierte Volumen unterdriickt.
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Kapitel 5

Zusammenfassung und Ausblick

In dieser Arbeit wurde die Morphologie und die morphologischen Umwandlun-
gen von Vesikeln, die von einer fluiden Membran gebildet werden, mit Hilfe von
Krimmungsmodellen fiir die Membran theoretisch untersucht. Dabei wurden
zwei Aspekte betrachtet: In Kapitel 3 wurden Formen und Formumwandlun-
gen von Vesikeln nichtsphéarischer Topologie bestimmt und in Kapitel 4 wurden
Formumwandlungen mehrkomponentiger Vesikel untersucht.

Vesikel toroidaler Topologie

Stationdre Formen toroidaler Topologie wurden in Kapitel 3.2 systematisch un-
tersucht. Axialsymmetrische Formen konnen zunéchst als Lésungen von Form-
gleichungen bestimmt werden. Die Stabilitdt dieser Formen beziiglich symme-
triebrechender konformer Abbildungen wurde in einem zweiten Schritt analysiert.
Diese approximative Methode der Untersuchung nichtaxialsymmetrischer Formen
ist fur eine spezielle Form, den Cliffordtorus, exakt. Sie liefert daher zumindest
in der Umgebung des Cliffordtorus eine gute Naherung der die Axialsymmetrie
brechenden Instabilitét.

Als Losungen der Formgleichungen fiir axialsymmetrische Formen existieren
drei unterschiedliche Blétter stationirer Formen toroidaler Topologie: (i) Ein
Blatt diskoider Tori, (ii) ein Blatt sichelformiger Tori und (iii) ein Blatt toroi-
daler Stomatozyten. Die Energiediagramme dieser Bléatter fithren zusammen mit
der Stabilitatsanalyse beziiglich axialsymmetriebrechender Deformationen auf die
Phasendiagramme toroidaler Vesikel. Diese Phasendiagramme wurden fiir drei
verschiedene Kriimmungsmodelle bestimmt, in denen unterschiedliche physikali-
sche Nebenbedingungen berticksichtigt werden.

Das sogenannte SC—Modell beschreibt eine Membran mit einer spontanen
Kriimmung. Im BC-Modell wird dagegen die Kopplung der beiden Monoschich-
ten, die aufgrund der Flachendifferenz dieser Monoschichten entsteht, beriick-
sichtigt. Das allgemeinere ADE-Modell beriicksichtigt auflerdem die Kompressi-
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bilitdt der Monoschichten.
Die Phasendiagramme dieser Modelle sind in den Abbildungen 3.11, 3.13 und

3.14 dargestellt. Sie sind zweidimensional und enthalten grofie Bereiche nichtaxi-
alsymmetrischer Formen. Im BC-Modell sind alle Formumwandlungen kontinu-
ierlich und alle axialsymmetrischen Formtypen toroidaler Topologie existieren als
Formen minimaler Energie. Im Gegensatz dazu enthélt das Phasendiagramm
des SC-Modells eine diskontinuierliche Linie von Formumwandlungen. Toroidale
Stomatozyten treten im Phasendiagramm des SC—Modells nicht als Zustdnde
kleinster Energie auf.

Fir einen Vergleich mit Experimenten wurde das ADE-Modell mit der re-
lativen Flachendifferenzelastizitdt o = 1 diskutiert. Dieses Modell liefert eine
moglichst realistische Beschreibung von Phospholipidvesikeln [55, 88]. Das Pha-
sendiaramm dieses Modells wurde aus dem des BC-Modells durch eine verallge-
meinerte Legendretransformation gewonnen. Dieses Phasendiagramm erméglicht
Vorhersagen iiber zukiinftige Experimente an toroidalen Vesikeln.

Jeder axialsymmetrische Torus sollte seine Axialsymmetrie verlieren, wenn die
Temperatur gesenkt wird. Eine anschliefende Temperaturerhdhung wird dann
zur Wiederherstellung der Axialsymmetrie fithren. Dabei sollte keine Hysterese
auftreten, da diese Formumwandlung kontinuierlich ist. Der vorhergesagte und
bisher nicht beobachtete Formtyp toroidaler Stomatozyten kann nicht einfach
durch eine Temperaturanderung von den bekannten Formtypen erreicht werden.
Stattdessen miifite die Verteilung der Lipidmolekiile auf die beiden Monoschichten
bei konstantem reduzierten Volumen variiert werden.

Formen héherer Topologie

Formen von Vesikeln des topologischen Genus ¢ = 2 wurden in Kapitel 3.3 un-
tersucht. Dabei spielt die konforme Invarianz der Biegeenergie eine besonders
wichtige Rolle, da fir ¢ = 2 ein dreidimensionaler Raum W, von energetisch
entarteten Willmoreflichen existiert. Alle diese Formen gehen durch konforme
Abbildungen auseinander hervor und sind stationdre Formen in den Phasendia-
grammen der Kriimmungsmodelle.

Zur Untersuchung der Willmoreflichen wurde eine numerische Approximation
der Dsp—symmetrischen Lawsonfliche L durch direkte numerische Minimierung
der Biegeenergie einer triangulierten Flache bestimmt. Die auf diese Weise er-
zeugte Flache besitzt die Energie Gy ~ 1.75 - 87« und ist in Abbildung 3.16
dargestellt. Alle Genus—2 Willmoreflachen kénnen durch ihre Symmetrieeigen-
schaften klassifiziert und durch konforme Abbildungen der Lawsonfliche erzeugt
werden. Neben der Lawsonfliche L existiert genau eine weitere Willmoreflache
mit drei sich in einem Symmetriezentrum schneidenden Spiegelebenen. Dies ist

die in Abbildung 3.18 gezeigte Knopf-Flache B.

Den ,Rand* des Raumes W, der Willmoreflichen bildet eine zweidimensionale
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Menge von Grenzformen S, die aus einer Kugel mit infinitesimalem Henkel des
topologischen Genus g = 2 bestehen.

Wichtig fir die Herleitung des Phasendiagramms fiir Genus—2 Vesikel sind die
eindimensionalen Familien Cgy, Crs und Cpgs von Cy,~—symmetrischen Willmo-
reflachen, die die Flachen L, B und S verbinden. Beispiele dieser Formen sind in

Abbildung 3.19 gezeigt.

Im Phasendiagramm des BC-Modells liegt jede Willmorefliche in dem Punkt
(v,m), der dem reduzierten Volumen v und der reduzierten totalen mittleren
Krimmung m dieser Flache entspricht. Das bedeutet, das der dreidimensionale
Raum W, auf ein Gebiet W im zweidimensionalen Phasendiagramm projeziert
wird. Wegen der unterschiedlichen Dimension von Wy und W wird jeweils eine
eindimensionale Menge von Willmoreflachen, eine sogenannte konforme Mode,
auf einen Punkt in W abgebildet. Der Grundzustand in diesem Gebiet des Pha-
sendiagramms ist daher konform entartet. FEin Vesikel, das in diesem Gebiet
liegt, sollte ungewohnliche thermische Fluktuationen zeigen. Diese Fluktuationen
entsprechen einem Diffusionsprozess entlang einer konformen Mode und werden
daher konforme Diffusion genannt.

Die Symmetrieeigenschaften der Willmoreflichen aut dem Rand von W legen
die Symmetrien der Gebiete fest, die benachbart zu W liegen und deren Grund-
zustand nicht durch Willmoreflachen gegeben ist. Das auf diese Weise bestimmte
Phasendiagramm fiir Genus—2 Vesikel im BC-Modell ist in Abbildung 3.24 dar-
gestellt. Neben dem Gebiet W enthilt es fiinf Gebiete mit unterschiedlichen
Formtypen, die alle durch Formumwandlungen getrennt sind.

Das Gebiet konformer Entartung existiert auch im ADE-Modell. Konforme
Diffusion ist daher ein charakteristisches Phdnomen fiir Vesikel héherer Topolo-
gie, das in allen betrachteten Kriimmungsmodellen auftritt. Die experimentelle
Beobachtung konformer Diffusion wiirde daher eindeutig das Konzept, Membra-
nen durch eine Biegeenergie zu beschreiben, bestatigen. Tatsachlich haben X.
Michalet und D. Bensimon Formen von Genus—2 Vesikeln beobachtet, die der
Lawsonflache sehr dhnlich sind und daher in der Nahe des konform entarteten
Gebiets W liegen [58]. Der experimentelle Nachweis konformer Diffusion ist trotz
starker Hinweise (siehe Abbildung 3.26) noch nicht eindeutig gelungen.

Doméneninduzierte Knospenbildung

In Kapitel 4 wurden Formen mehrkomponentiger Vesikel im Fall von Phasentren-
nung der Membran in zwei fluide Doménen untersucht. Die Gesamtenergie eines
derartigen Vesikels setzt sich aus den Biegeenergieen der beiden Doméanen und
der Energie der Doménengrenzlinie zusammen.

Axialsymmetrische Formen kénnen als Lésungen von Formgleichungen mit
Anschlubedingungen bei der Doménengrenze bestimmt werden. Dabei zeigt
sich, daf} eine aut einem Vesikel wachsende Doméne im allgemeinen Knospenbil-
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dung induziert, sobald die Randenergie der Doménengrenze ausreicht, um die zur
Bildung einer Knospe nétige Biegeenergie aufzubringen.

Das Phasendiagramm fiir doméneninduzierte Knospenbildung wurde zunéchst
fiir verschwindende Druckdifferenz P = 0 bestimmt (Abbildung 4.5). Dies ent-
spricht einer experimentellen Situation, in der relativ lange auf die Finstellung
des thermischen Gleichgewichts gewartet wird, und das eingeschlossene Volumen
daher nicht als konstant angesehen werden kann. Dabei zeigt sich, dafl bei zuneh-
mender relativer Doménengréfie eine unvollstandige Knospe durch eine diskonti-
nuierliche Formumwandlung zu einer vollstandigen Knospe wird. Die vollstandige
Knospe besitzt einen kleinen aber endlichen Halsdurchmesser. Dieser Hals ver-
schwindet bei zunehmenden Werten der relativen Doménengrofie kontinuierlich,
bis eine Grenzform L, erreicht ist. Diese Grenzform besteht aus zwei Kugeln ver-
schiedener Grofle, die sich in einem Punkt beriihren und kann durch eine Verall-
gemeinerung der fiir homogene Vesikel bekannten Halsbedingung charakterisiert
werden.

Eine zweite experimentelle Situation ist die Beobachtung der wachsenden
Doméne und der sich dabei gleichzeitig bei konstantem Volumen é&ndernden Form.
Dieser Fall wird durch das in Abbildung 4.8 dargestellte Phasendiagramm fiir
doméneninduzierte Knospenbildung bei konstantem reduziertem Volumen v =
0.8 reprasentiert. In diesem Phasendiagramm existiert eine diskontinuierliche Li-
nie von Formumwandlungen, die in einem kritischen Punkt endet. Der endliche
Halsdurchmesser der vollstandigen Knospe verschwindet auch hier kontinuierlich,
sobald eine Linie L. von Grenzformen erreicht wird.

Die GauBsche Biegeenergie spielt im Fall mehrkomponentiger Vesikel eine be-
sondere Rolle. Dieser Energiebeitrag besitzt keinen Einfluff auf die Form homo-
gerer Vesikel. Dagegen ist er fiir die Form inhomogener Vesikel relevant. Dieser
Effekt kann am Beispiel eines Vesikels, das aus zwei homogenen Doméanen mit
unterschiedlicher Gauflscher Biegesteifigkeit k¢ besteht, untersucht werden. In
diesem Fall bleiben die Formgleichungen unverandert und nur die Anschlufibe-
dingungen bei der Doméanengrenze werden modifiziert. Auch bei Beriicksichti-
gung der GauBschen Biegeenergie tritt doméaneninduzierte Knospenbildung als
diskontinuierliche Formumwandlung auf. Die Gauflsche Biegeenergie verandert
dabei die Struktur der Energiediagramme und drangt die Doménengrenze aus
der Halsregion des Vesikels.

Ausblick

Alle in dieser Arbeit untersuchten Phdnomene kénnen experimentell an kiinstli-
chen Phospholipidvesikeln studiert werden. Insbesondere Vesikel nichtsphérischer
Topologie ermdglichen den direkten Vergleich theoretisch bestimmter Formen und
Phasendiagramme mit dem Verhalten kiinstlicher Vesikel (siehe auch Abbildun-
gen 1.7, 1.8, 1.9 und 3.26) [25, 59, 58, 57].



Im Fall inhomogener Membranen ist die Situation komplizierter. Die theore-
tische Beschreibung beschrankt sich bisher auf das SC-Modell, das eine spontan
gekrimmte Membran ohne eine Kopplung der beiden Monoschichten beschreibt.
In Zukunft sollte der Versuch unternommen werden, das BC- und das ADE-
Modell auf den Fall inhomogener Membranen zu verallgemeinern und dabei ge-
trennte Ordnungsparameter fiir die Phasentrennung in den einzelnen Monoschich-
ten einzufithren. Dies wiirde fiir eine Lipidmischung, in der kein Molekiilaustausch
zwischen den Monoschichten stattfindet, eine realistischere Beschreibung ermégli-
chen.

Die ersten durchgefiihrten Experimente mit Sphingomyelin—und Phospholipid—
Cholesterin Vesikeln (Siehe Abbildungen 1.10 und 1.11) zeigen komplexe Phéano-
mene, bei denen mehrere Mechanismen zusammenwirken [15]. Sphingomyelinve-
sikel bestehen aus mindestens sechs Bestandteilen, deren Phasentrennung nicht
genau untersucht ist. Auch die Frage, ob dabei eine Phasenkoexistenz zweier
fluider Doméanen auftritt ist ungeklart.

Fir die im zweiten Experiment verwendete Phospholipid—Cholesterin Mi-
schung ist dagegen das Phasendiagramm und die Existenz zweier koexistierender
fluider Phasen bekannt. Die Cholesterinkonzentration wurde in diesem Experi-
ment so gewahlt, daff die Mischung in einer homogenen Phase vorlag [15]. Durch
den osmotisch induzierten Austritt der wéssrigen Losung durch die Membran
andert sich die Flachendifferenz AA der Monoschichten. Gleichzeitig kann sich
aber auch die Zusammensetzung beider Monoschichten dandern. Beide Effekte
kénnen zu Formumwandlungen mit Knospenbildung fithren und sind daher in
diesem Experiment nicht zu trennen.

Zum experimentellen Nachweis doméneninduzierter Knospenbildung sind wei-
terfiihrende Experimente notwendig. Ein Beispiel ist die Préaparation von Phos-
pholipid—Cholesterin Vesikeln in der homogenen Phase nahe der Phasentrennung.
Durch eine Temperaturanderung kann die Mischung dann in das Koexistenzgebiet
der beiden fluiden Phasen gebracht werden. Wenn dabei Knospen entstehen, die
auf Doméanenwachstum zuriickzufithren sind, sollte deren Durchmesser von der
GroBenordnung der Knospungslange ¢ = /o ~ 100 nm sein [50]. Der Nachweis
von Knospen mit einer charakteristischen Grofle, etwa durch Lichtstreuung, wére
ein starker experimenteller Hinweis fiir doméaneninduzierte Knospenbildung.

Die theoretische und experimentelle Untersuchung kiinstlicher Lipidvesikel ist
nicht nur fiir die Physik amphiphiler Systeme von Bedeutung, sondern erméglicht
auch ein besseres Verstdndnis biologischer Membranen. Das universelle Struktu-
relement biologischer Membranen ist eine fluide Lipiddoppelschicht, die aus einer
groflen Zahl verschiedener Lipidmolekiile und Cholesterin besteht [7].

Neben sphérischen Formen bilden biologische Membranen auch Strukturen
nichtsphérischer Topologie. Ein Beispiel ist der Golgi-Apparat, der in jeder Zelle
vorkommt [1]. Er besteht aus einem Stapel sogenannter Zisternen, die durch
Hélse verbunden sind und oft ein oder mehrere Locher (bzw. Henkel) besitzen.
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Allerdings besitzt der Golgi—Apparat eine sehr komplexe Struktur, die nicht allein
auf der Basis von Modellen fiir die Lipiddoppelschicht beschrieben werden kann.

Zwischen den Zisternen des Golgi-Apparates findet ein standiger Transport
von Biomolekiilen durch Vesikel statt. Diese Transportvesikel besitzen einen
Durchmesser von ca. 50-100 nm und entstehen durch Knospenbildung aus der
Zellmembran. Die entstandene Knospe schliefit die zu transportierenden Molekiile
ein und 16st sich dann von der Ausgangsmembran. Bei Erreichen des Zielortes
fusioniert sie mit der Zielmembran und gibt die transportierten Stoffe frei.

Die zur Knospenbildung von biologischen Membranen fithrenden Mechanis-
men sind nur unzureichend bekannt. Auffallend ist, dafl kurz vor der Bildung
einer Knospe spezielle Proteine (,,Coatproteine“) eine Schicht auf der Ausgangs-
membran bilden. Der so markierte Bereich schniirt sich ein und formt ein kleines
Tochtervesikel.

Es gibt Hinweise, dafl diese Forméanderng auf physikalische Mechanismen zu-
rickzufithren ist, da keine Enzyme aktiv (das heifit unter Energieverbrauch)
daran beteiligt sind. Doméanenwachstum in der Membran ware geeignet, diese
Forméanderungen auszul6sen, da die Knospungslange ¢ in der Gréflenordnung des
beobachteten Durchmessers der Transportvesikel liegt. Daher kénnten sowohl
Doménen unterschiedlicher Lipid und Cholesterinkonzentration in der Doppel-
schicht, als auch die Doméne der Coatproteine, an dieser Formanderung beteiligt
sein [50].

Die Existenz von Doménen in biologischen Membranen ist bekannt [27]. Dazu
gehoren sowohl Doménen unterschiedlicher Lipidzusammensetzung als auch Clu-
ster von Membranproteinen. Eine besondere Rolle spielt hierbei Cholesterin [94].
Eine Membran mit hohem Cholesteringehalt ist weniger durchlassig fir kleine
Molekiile als eine Membran mit wenig Cholesterin. Aus diesem Grund ist die
Cholesterinkonzentration in der dufleren Plasmamembran relativ grof}, wogegen
die Cholesterinkonzentration der Membranen des Endoplasmatischen Reticulum
(ER), wo Proteine und Cholesterin selbst synthetisiert werden, gering ist [9].

Um diesen Konzentrationsgradienten aufzubauen, mufl die Zelle iiber einen
Transportmechanismus fiir Cholesterin verfiigen. Ein moglicher Mechanismus ist
die Anreicherung von Cholesterin in den Membranen der Transportvesikel ge-
geniiber der Ausgangsmembran [9]. Bei einer gegeniiber der Ausgangsmembran
erh6hten Cholesterinkonzentration in der Membran der Transportvesikel wird im
Mittel Cholesterin vom ER nach auflen bis zur Plasmamembran transportiert und
muf} im ER kontinuierlich synthetisiert werden, um die dortige Cholesterinkon-
zentration aufrechtzuerhalten.

Eine erhohte Cholesterinkonzentration der Transportvesikel wiirde gleichzeitig
implizieren, dafl diese Vesikel aus Cholesterinreichen Doméanen in der Ausgangs-
membran entstanden sind [9, 50]. Damit kann die Idee, daf Doménen aus Li-
piden und Cholesterin bei der Bildung von Knospen in biologischen Membranen
beteiligt sind, auch durch die Betrachtung des Stofthaushalts der Zelle begriindet
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werden.

Insgesamt ermoglicht die theoretische Analyse von Kriimmungsmodellen fiir
Membranen ein weitgehendes Verstandnis einer grofien Zahl der Phdnomene, die
an kiinstlichen Vesikeln beobachtet werden und fithrt zur Vorhersage neuer Ef-
fekte. Zusatzlich beleuchten derartige Untersuchungen die Rolle physikalischer
Eigenschaften von Membranen in biologischen Systemen.
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Anhang A

Geometrie und Topologie
gekrimmter Flachen

A.1 Krimmung einer Flache

Eine gekrimmte Fliche im Raum kann als Parametrisierung des Ortsvektor
R(s',s?) durch zwei intrinsische Koordinaten s' und s* dargestellt werden. In
jedem Punkt der Flache wird das Dreibein der Tangentialvektoren

R, =0R = %R mit =12 (A.1)
und des Normalenvektors R R
1 X g
n= ———- A2
|R1 X R2| ( )

definiert. Die lokale Geometrie der Flache wird charakterisiert durch den metri-
schen Tensor

9i; = RZ . R]' . (A:’))

Das Flachenelement ist gegeben durch
dA = /g ds'ds® (A4)

wobei
g = det(g;5) (A.5)

die Determinante des metrischen Tensors bezeichnet. Die Verallgemeinerung
des Laplace—Operators auf einer gekriimmten Fléche ist der Laplace-Beltrami-

Operator Ay, dessen Wirkung auf ein skalares Feld f durch [80]

1

Ayf =
bf\/g_]

0/ 0, f (A.6)



110 ANHANG A. GEOMETRIE UND TOPOLOGIE

gegeben ist. Dabei ist ¢ = (g;;)~! und iiber doppelt auftretende Indizes wird
summiert. Der Kriimmungstensor

hi]' = (&@R) -1 (A?)

beschreibt die Krimmung der Flache im Raum. Die Hauptkriimmungen €y und
('3 in einem Punkt der Flache werden als negative Eigenwerte der symmetrischen
Matrix h; = ¢"*hy; definiert. Die mittlere Krimmung

1 » 1
sowie die Gaufische Krimmung
K = det(h;) = 0102 5 (1%9)

bestimmen die lokalen Kriimmungseigenschaften der Flache [14, 80]. Wahrend
die mittlere Krimmung die Einbettung der Flache in den Raum charakterisiert,
beschreibt die Gaufische Krimmung die intrinsische Geometrie der Flache und
héngt nicht von der Einbettung ab.

A.2 Topologischer Genus und Eulercharakteri-
stik

Flachen kénnen beziiglich Threr Topologie in Klassen eingeteilt werden. Als Klas-
sifikationsmerkmal kann die Eulercharakteristik y oder, bei Beschrankung auf
geschlossene Flachen, der topologische Genus g verwendet werden. Die Euler-
charakteristik x einer Flache kann mit Hilfe einer Bedeckung der Flache durch
krummlinige Polygone definiert werden. Sei np die Anzahl der Polygone, nx die
Anzahl der Kanten und ny die Anzahl der Vertizes, so gilt [80]

X =np —nNg +ny (AlO)

unabhangig von der gewahlten Bedeckung. Der topologische Genus g einer ge-
schlossenen Flache beschreibt die Anzahl der ”Henkel”, die an eine Kugel angefiigt
werden miissen, um eine Flache gleicher Topologie zu erhalten. Fiir geschlossene
Flachen gilt ¢ = 1 — x/2. Beispiele sind sphérische Topologie mit ¢ = 0 und
Y = 2, toroidale Topologie mit ¢ = 1 und x = 0. Fiir eine Kreisscheibe mit Rand
ist x = 1 und ¢ ist nicht definiert.

A.3 Satz von Gaufl—Bonnet

Das Flachenintegral [dA K der Gauflschen Krimmung spielt eine besondere
Rolle fir die Geometrie und Physik gekrimmter Flachen. Fiir eine geschlossene
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Flache F besagt der Satz von GauB-Bonnet [14, 80], daf
f&AK:ﬂxﬂF), (A.11)

d.h. §dA K ist eine topologische Invariante und héngt nicht von der Form der
Flache ab. Das Gaui—~Bonnet Theorem lafit sich auch fiir Flachen mit Rand ver-
allgemeinern. Fir eine Flache F' mit n differenzierbaren geschlossenen Randern

/ X( ) ;_1: ) g ( )

Dabei bezeichnet dl; das Linienelement entlang der Randkurve 0F; und C, die
geodétische Krimmung der Randkurve auf der Flache F'. Die geodétische Kriim-
mung C; ist fiir eine Flachenkurve definiert. Diese Kurve liegt auf der Flache F'
und wird durch die Bogenlange [ auf F' durch R({) = R(s*(1), s*(1)) mit [dR/dl| =
1 parametrisiert. Die Kriimmung einer Flachenkurve 1t sich in einen Anteil
normal zu der Flache und einen tangentialen Anteil zerlegen und lautet [14]

d’R dR _
W = Cnn + Cg (I'l X ﬁ) s (1’%13)
wodurch die geodétische Kriimmung definiert ist. Hieraus folgt
dR\ d’R
Cg = (I'l X ﬁ) . W . (1’%14)

Fir Geodaten aut der Flache F' ist C;, = 0, d.h. die geodatische Kriimmung
verschwindet fiir Geodéaten.

A.4 Konforme Invarianz des Willmorefunktio-
nals

Konforme Abbildungen in drei Dimensionen sind Rotationen, Translationen, Ska-
lentransformationen und die Inversion an einer Kugel. Da die Invarianz des Will-
morefunktionals (3.1) bezliglich Rotationen, Translationen und Skalentransforma-
tionen offensichtlich ist, geniigt es, die Invarianz beziiglich Inversionen an einer
Kugel zu zeigen [91]. Diese Inversion entspricht der Abbildung

R
TR
der Ortsvektoren. Um die Transformationseigenschaften von G zu untersuchen,

wird zunéchst das Verhalten des Flachenelements dA und des Krimmungstensors
hi; betrachtet. Wird die Inversion (A.15) eingesetzt in (A.3) und (A.4), so folgt
1

dA = ZdA . (A.16)

R’ (A.15)
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Fir die Transformation des Krimmungstensors gilt
il 2 1 ‘ 7

wobei 5;- die Einheitsmatrix bezeichnet. Die Hauptkriimmungen sind die Eigen-
werte von h%. Wird die Parametrisierung der Flache so gewdhlt, daB A’ diagonal
ist (das ist lokal immer moglich), dann folgt aus Gleichung (A.17) das Transfor-
mationsverhalten der Hauptkrimmungen C; und Cy mit

C!=—R*C; —2(Rn) . (A.18)
Mit den Definitionen (A.8) und (A.9) folgt
H? — K'=R'(H? — K) | (A.19)
und zusammen mit Gleichung (A.16) ergibt sich
/(H'2 ~ K')dA' = /(H2 ~K)dA . (A.20)

Fir geschlossene Flachen liefert das Integral der Gauflschen Kriimmung nach
dem Gauf-Bonnet Theorem (A.11) einen konstanten Wert, da unter konformen
Abbildungen die Topologie der Flache unverandert bleibt. Somit erhalt man fir
geschlossene Flachen die konforme Invarianz

fﬂ’i’ dA = f}ﬁ dA (A.21)

des Willmorefunktionals

A.5 Triangulierung von Flachen

Die Triangulierung einer Flache erfolgt, indem eine endliche Menge von Punkten
der Flache gewéhlt wird, und diese Punkte so durch gerade Linien verbunden wer-
den, daf ein Netz von Dreiecken entsteht. Diese Triangulierung ist eine diskrete
Approximation der Flache. Im Kontinuumslimes verschwindender Dreiecksgrofie
konvergiert sie gegen die glatte Flache. Sei np die Zahl der Dreiecke, ng die
Zahl der Kanten und ny die Zahl der Eckpunkte, so gilt nach Gleichung (A.10)
XY = np — ng + ny, wobei x die Eulercharakteristik der Flache bezeichnet. Im
folgenden werden die Dreiecke mit D;, ¢« = 1..np bezeichnet. Zwei benachbarte
Dreiecke D; und D; besitzen die gemeinsame Kante K;;. Diese Triangulierung
ist die Approximation einer glatten Fléache durch ein rdumliches Polyeder.

Eine besondere Rolle bei der Betrachtung von Flachen und ihrer Triangulie-
rungen spielen die fundamentalen Integralmafle, die Flache A, das Volumen V
und die totale mittlere Kriimmung M. Aufgrund der besonderen integralgeome-
trischen Eigenschaften dieser Mafle (Additivitat und Stetigkeit) konnen sie nicht
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Abbildung A.1: Zwei Dreiecke D; und D; mit den Normalenvektoren n; und n; einer
Triangulierung 7', zusammen mit der Parallelfliche 7, (unterbrochene Linien). Kj;
bezeichnet die gemeinsame Kante der Dreiecke.

nur fiir glatte Flachen, sondern auch fiir ein raumliches Polyeder definiert werden
[28]. Die Stetigkeit dieser Funktionale stellt sicher, daB die auf dem Polyeder
definierten Integralmafle fiir beliebige Triangulierungen im Kontinuumslimes ver-
schwindender Dreiecksflichen gegen die Werte der glatten Fliache konvergieren.

Offensichtlich gilt fiir die Gesamtflache einer Triangulierung
np
A=) A (A.22)
i=1

wobei A; die Flache des Dreiecks D; bezeichnet. Das von der Triangulierung
eingeschlossene Volumen 14} sich darstellen als

np
V=>V . (A.23)
=1
Dabei bezeichnet |

das mit einem Vorzeichen versehene Volumen einer Pyramide, deren Grundflache
das Dreieck D; bildet und deren Spitze im Koordinatenursprung liegt. n; ist der
nach auflen gerichtete Normalenvektor des Dreiecks D;, und R; ist der Ortsvektor
eines beliebigen Eckpunktes dieses Dreiecks.

Die Darstellung des dritten Integralmafies M ist moglich, indem neben der
Triangulierung 7 eine infinitesimal benachbarte Parallelfliche 7, eingetithrt wird.
Die Parallelflache liegt aulerhalb von 7" und besitzt iiberall den Abstand e von 7.
Wie Abbildung A.1 zeigt, besteht die Parallelfliche 7. aus ebenen Dreiecksflachen,
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die an den Kanten durch Zylindersegmente mit Radius ¢ verbunden sind. Jede
Kante liefert einen Beitrag L;;¢;;/2 zu M, wobei L;; die Lange der Kante K;;
bezeichnet und fiir den Kippwinkel ¢;; benachbarter Dreiecke

COS gbi]' = n;n; (A25)

gilt. Im Grenzfall ¢ — 0 erhélt man, da das Integralmafl M stetig ist, die totale
mittlere Krimmung
Z Lijbi; (A.26)
<ZJ>
der Triangulierung 7, wobei die Summe iiber alle Kanten K;; auszufithren ist.
Dabei ist zu beachten, dal der Beitrag der Vertizes zu M fiir kleine € verschwindet.

Im Gegensatz zu der totalen mittleren Kriitmmung M besitzt die in Gleichung
(2.7) definierte Biegeenergie G nicht die Eigenschaften der Additivitdt und Ste-
tigkeit [52]. Daher existiert in diesem Fall keine natiirliche Verallgemeinerung
dieser Grofe auf einem rdumlichen Polyeder. Versucht man namlich, G’ auf der
Parallelfliche 7; zu definieren, so werden die Beitrige zu H? dA an den Kanten
im Limes € — 0 singular.

Eine geeignete Diskretisierung von GG 1aBt sich basierend auf der Definition
(A.26) ableiten [71, 72]. Hierzu bestimmt man an jedem Eckpunkt V, den Beitrag
zur totalen mittleren Kriimmung

oz)l

(H AA)a = Z 2J¢2] (A.27)

<ig>

der Dreiecke, die den Vertex V,, gemeinsam haben. Dabei ist {iber alle Kanten Kj;
mit dem gemeinsamen Vertex V, zu summieren. Der Faktor 1/4 gewihrleistet

dafl
ny
M = > (H AA), (A.28)

a=1

erfillt ist. Das dem Vertex V,, zugeordnete Flachenelement ist
_ @l .
AA, =) A (A.29)
P

Dabei wird iiber alle Dreiecke, die den Vertex V,, enthalten, summiert. Mit diesen
Definitionen lautet das diskretisierte Willmorefunktional

G =2k E HAA) (A.30)



Anhang B

Stabilitat axialsymmetrischer
Formen beziiglich spezieller
konformer Abbildungen

Im Folgenden werden die Stabilitétskriterien axialsymmetrischer Formen beziig-
lich axialsymmeriebrechender spezieller konformer Abbildungen hergeleitet [40,
73]. Dabei wird die Stabilitatsanalyse auf axialsymmetrische Formen mit zusétz-
licher Spiegelebene eingeschrankt. Der Ursprung des Koordinatensystems wird
im Symmetriezentrum der Form gewidhlt. Unter einer infinitesimalen speziellen
konformen Abbildung (3.22) mit |a] < | lautet die Transformation der Flache

A=A- zanfdAm + 12j§dA(a "R)2+0(a%) . (B.1)

Eine nachfolgende Skalentransformation R” = AR’ mit A\ = (A’/A)"Y/? stellt die
urspriingliche Flache A wieder ein. Die Transformationen des Volumens V' und
der totalen mittleren Kriitmmung M, lauten

V"= V' = V(1 + auBJag) + O(a?) (B.2)

und

M" = AM" = M(1 + ao. BY ag) + O(a*) (B.3)

Im Fall axialsymmetrischer Formen kénnen Bi‘;) und BS\;) als Integrale tiber die
Funktionen R(S), Z(.S) und () ausgedriickt werden. Fiir die Stabilitatsanalyse
beziiglich axialsymmetriebrechenden Moden mit az = 0 ist nur die Berechnung
von

V) _ pv) 5 2 opay AT % 5 5
By} = BYY = =T [ dS(RZ* - 2R%) + 7/0 dS(OR*Z — RZ%) cos (B.A)

sin @
7

6V 21 /S
BM) = piM) _ + 2T [T AS(R — RZA)(U +
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167" 2 51 2 3
/ dSRsm#wkgi/ dS(RZ* — 2R%) (B.5)
0

erforderlich.

Als erstes Beispiel wird das SC-Modell betrachtet. Ausgangspunkt ist ein
Ast stationdrer Formen mit festem Cy und A, als Funktion des Volumens V.
Die Funktion F(V) bezeichnet die Energie dieser Formen. Auf diesem Ast wird
eine stationare Form S§; mit Volumen Vi, Energie F(V1) und totaler mittlerer
Kriimmung M; gewéhlt. Fine spezielle konforme Abbildung, die aut die Form S,
angewandt wird (wobei die Flache A durch eine anschliefende Reskalierung kon-
stant gehalten wird), erzeugt eine nichtaxialsymmetrische Form S;' der Energie

Fsor(a) = F(V,) — 26Co(M!'(a) — My) | (B.6)

dem Volumen V}"(a) und der totalen mittleren Kriimmung M;'(a).

Die Energie Fscop kann fir axialsymmetriebrechende konforme Abbildungen
mit a = (ax,0,0) unter Verwendung von (B.2) und (B.3) in der Differenz V}" -V}

entwickelt werden. In erster Ordnung ergibt sich

M, BM)

Fser(V) = P() — 260 258 vy coqvr— vy . )
1By

Wie in Abbildung B.1 schematisch dargestellt ist, existiert entlang des Astes F(V)

eine Form & mit dem Volumen V" und der Energie F(V/"). Die Entwicklung

dieser Energie F(V]") in erster Ordnung in V" — V; lautet

or
Fin(VY) = F(W) + 20V =W1) (B.8)
Wenn der lineare Koeffizient von Fscp(V)') groBer ist als der von F(V]'), das

heifit, wenn im Grenzfall kleiner a
F(V'(a)) < Fscr(a) (B.9)

gilt, dann erzeugt eine spezielle konforme Abbildung eine nichtaxialsymmetrische
Form &; mit Volumen V}’, die eine grofiere Energie besitzt als die axialsym-
metrische Form &; mit gleichem Volumen. Folglich ist diese axialsymmetrische
Form &, stabil beziiglich konformer Drformationen. Die konforme Deformation
ist marginal, wenn beide Koeffizienten identisch sind. Hieraus folgt das Stabi-
litatskriterium fir das SC Modell

F
aVVB§(X +2CoMBM) <0 | (B.10)

Zu beachten ist, daB dF/0V = —P ist, und P aus den Losungen der Formglei-

chungen bekannt ist.
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Abbildung B.1: Schematische Darstellung der Stabilitdtsanalyse eines axialsymmetri-
schen Astes stationdrer Formen mit Energie F(V') beziiglich spezieller konformer Ab-
bildungen.

Eine analoge Argumentation fithrt zu dem entsprechenden Stabilitatskrite-
rium im BC-Modell. Die Energie G(V, M) eines Astes axialsymmetrischer For-
men im BC-Modell ist invariant unter speziellen konformen Abbildungen. Eine
durch eine spezielle konforme Abbildung aus einer axialsymmetrischen Form
S; der Energie G(Vi, M;) erzeugte Form 87, besitzt die Energie Ggsor(a) =
G(Vi, My), das Volumen V/’(a) und die totale mittlere Kriitmmung Mj’(a). Der
Vergleich der Energien dieser Formen S7 mit der Energie G(V{"(a), M{(a)) der
Form &, auf dem Ast axialsymmetrischer Formen fiithrt auf das Stabilitéatskrite-
rium

G(V'(a), M{'(a)) < G(Vi, My) . (B.11)
Die Entwicklung
" " aG " aG " ¢
GV, M) = G(Vi, M)+ W(‘/l - Vi) + a—M(Ml — M) (B.12)
+O((V = V1)?) + O((M' — My)?) (B.13)
liefert zusammen mit 90
— =2kCy (B.14)

oM
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das gleiche Stabilitatskriterium (B.10) fir axialsymmetrische Formen, das oben

fiir das SC Modell abgeleitet wurde.

Die Instabilitdten axialsymmetrischer Formen mit Spiegelsymmetrie treten im
SC—Modell und im BC-Modell bei den gleichen Formen auf. Die Stabilitatsana-
lyse im ADE-Modell zeigt, daB diese Instabilitat sogar von dem ADE-Parameter
« unabhéangig ist. Im ADE-Modell wird die Stabilitdt einer axialsymmetrischen
statondren Form der Energie W (V, My) betrachtet. Dies liefert das Stabilitats-
kriterium oW

(v) _ha (M)
WVBXX_RT%(M_MO)MBXX <0 . (B.15)
Setzt man Gleichung (2.16) in (B.15) ein, so erhilt man wieder das zuerst abge-
leitete Stabilitatskriterium (B.10).

Entsprechende Stabilitdtskriterien kdnnen auch fiir Formen ohne Symmetrie-
ebene hergeleitet werden. In diesem Fall unterscheiden sich die Stabilitat axial-
symmetrischer Formen fiir das SC-Modell und das BC-Modell. Die Stabilitéts-
eigenschaften im ADE-Modell sind dann von dem ADE-Parameter o abhéngig.
Die Stabilitatsanalyse toroidaler Stomatozyten wurde nicht betrachtet. Der Grund
hierfiir liegt in der Beobachtung, dafl die axialsymmetrischen Formen, aus denen
die toroidalen Stomatozyten bifurkieren, konform stabil sind. Sie bleiben auch in
den Gebieten konform stabil, in denen toroidale Stomatozyten Minima der Ener-
gie sind. Daher ist anzunehmen, dafl Instabilitdten beziiglich spezieller konformer
Abbildungen in den Gebieten toroidaler Stomatozyten nicht existieren.



Anhang C

Formgleichungen
zweikomponentiger Vesikel

Die Formgleichungen eines aus zwei Doménen bestehenden Vesikels werden durch
Variation des in (4.12) definierten Funktionals o= 271'/4:(5)]6 hergeleitet. Die
Kontur wird durch die Funktionen R(t), Z(t), ¥(t) und S(¢) eines allgemeinen
Parameters t mit S(to) = So, S(t1) = 51 und S(t3) = Sy parametrisiert. In dieser
Parametrisierung gilt

/ Kk + | dth“)—l—aR(tl) . (C.1)

Dabei ist ' '
KO = g2 (C.2)
mit 2 = « oder © = 3, und

O [ sin: 2
y a9 e sing
£ 5 R(§+ 0 —Cé))

R/

+ SOR 4 PRQSlnt/)—F’y(?—cosg/)) , (C.3)
ist die in Gleichung (3.4) eingefiihrte Lagrangefunktion', in der Parametrisierung
durch t. Dabei bezeichnen Striche Ableitungen nach ¢. Alle Parameter sind
mit £0) reskaliert worden: & = o/s\%), 8@ = %) /g0 56 = $8)/£6) und
P = P/ Ebenso auf £®) bezogen ist die relative Biegesteifigkeit

: (@) /. (B) ;=
@ - ) Kk , 1=a
pt = { ] =g (C.4)

1Zu beachten ist, daff in Gleichung (C.3) n = 0 gesetzt wurde, da fiir Formen sphérischer
Topologie keine Randbedingungen an Z gestellt werden, und die Formen stationar beziiglich
der Randvariation von Z sind. Es gilt also 0F/0Z|s=0 = n = 0 [38].
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der Domanen.

Fiir eine Variation der Vesikelform mit

P(t) = volt) + 6(t) (C.5)
R(t) = Ro(t)+6R(1) (C.6)
(1) = lt) +ov(t) (C.7)
S(t) = So(t)+6S(t) (C.8)
gilt ) ) )
6f =6f@ 4+ 6P 4+ 56R(t,) (C.9)
mit
. £ KD g g IKE g oK)
0 _a _a
of i dt{l o0 di aw]‘s l OR  di OF ] oR
K d oK)
T oy T T W oy ‘55}
(4) ( ()
) O ) o O N R (O
+ S|+ SR 58 , C.10
oy’ ¢tgz) OR! 0 05’ 0 ( )

wobei tgi) und t(;) die untere bzw. die obere Intervallgrenze in der a bzw. f
Domaéne ist: tgﬁ) = to, t(Qﬁ) = 1, tﬁ“) = ?; und t(Qa) = 13. Die Variation ¢ f 1aBt
sich in Integrale tiber die Doménen « und 4 und in Randterme bei ¢y, ¢; und ¢,

zerlegen.
Die Integrale iiber die Doméanen verschwinden, wenn die Euler-Lagrange Glei-
chungen
oK®  d oK®
- — = 0 (C.11)
o dt oy’
oK®  d oKW
- = = 12
R dt OR' 0 (C.12)
oK)
=0 C.13
- (©13)
d 9K
= = 14
dt 95’ 0 (C-14)
in dem jeweiligen Intervall tf) <t < t(;) erfiillt sind. Finsetzen der Gleichungen

(C.2) und (C.3) in die Euler-Lagrange—Gleichungen (C.11)—(C.14) fithrt nach
dem Parameterwechsel von ¢ zur Bogenldnge S auf die bekannten Formgleichun-
gen fiir Vesikel sphérischer Topologie [76].

cos g/) sin © t/)

. P
) = — —ECOS@/)—I— )R 081/)—|— smd) (C.15)
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6 . (1) gin2 . _

i o= “T(zb—cél)f—%+W+Pﬁsm¢ (C.16)
R = cost (C.17)
HO = o | (C.18)

wobei die Punkte Ableitungen nach S bezeichnen. Dabei ist

. K@) pOR | [\ sin ¥ 2\ 2 .
) = _ = R —_cW O
= 05" 2 (S’) ( R Co ) =h

P
— 5]%2 sint + v cos (C.19)

die in Gleichung (3.15) eingefiihrte Hamiltonfunktion, deren Erhaltung durch
Gleichung (C.18) gewahrleistet ist. Die Funktion Z(S) ist durch die geometrische
Relation Z + sin ¢ = 0 bestimmt.

Aus der Bedingung §f = 0 unter den Variationen 6S(to) #0, 6S5(t1) # 0 und
65(tz) # 0 folgt dann mit Gleichung (C.18)

H =HP =0 | (C.20)

das heift, die Hamiltonfunktion verschwindet entlang der gesamten Kontur. Aus
R(So) = R(S53) = 0, ¥(Sp) = 0 und ¥ (S5;) = = folgt die Randbedingung ~(Sy) =
7(52) = 0.

Stationaritét von f unter den Variationen OR(t1) # 0 und 6¢(ty) # 0 fithrt
mit (C.9) und (C.10) auf die Bedingungen

9K (@) 9K (8)
- — - = 0 (C.21)
al/) t:tl +E a¢ t:tl —€
9K (@) 9K (8)
- - - = 0 (C.22)
aR t:tl +E aR t:tl —€

bei t = t;. Nach dem Parameterwechsel zu der Bogenldnge S erhdlt man aus
(C.21) und (C.22) die Anschlubedingungen (4.13) und (4.14) der Doménen «
und f. Dabei ist die Stetigkeit der Funktionen R(S) und ¥(S) bei S = 5
vorausgesetzt worden?. Fiir den Fall & = 0, «® = £(® und C’éa) = C’éﬁ) ei-
ner homogenen Membran reduzieren sich die Gleichungen (4.13) und (4.14) auf
Stetigkeitsbedingungen fiir b und v bei S = 5.

Die Form eines Vesikels mit zwei Doménen ist durch Losungen der Formglei-
chungen (C.15)-(C.18) fiir die Doménen unter Beriicksichtigung der Anschluibe-
dingungen (4.13) und (4.14) an der Domé&nengrenze gegeben. Dieses Verfahren

ZErlaubt man z.B. ¥(S1 — €) — ¥(S1 + €) # 0, so miissen §1(t; — €) und 8¢ (¢; + €) un-
abhéngig variiert werden. Die Anschluibedingung (C.21) wird dann durch zwei unabhéngige
Randbedingungen 9K #) /9y’ = 0 und 0K(*) /9y’ = 0 bei t =1, F ¢ ersetzt.
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laBt sich unmittelbar auf drei Doméanen verallgemeinern. In diesem Fall ist die
Axialsymmetrie der Form immer noch gewahrleistet, wenn zwei Doménen des
Typs B auf den Polen eines Vesikels a wachsen. Die Formgleichungen und An-
schluflbedingungen bleiben dann unveréndert. Fiir mehr als drei Domaénen ist die
Annahme der Axialsymmetrie jedoch nicht mehr zu rechtfertigen.



Anhang D

Schonflies—Notation fiir
Punktgruppen

Die folgende Tabelle gibt eine Ubersicht iiber die Schonflies—Notation fiir Punkt-
gruppen [4]. Diese Symbole werden zur Charakterisierung der Symmetrieei-
genschaften von Vesikelformen verwendet. Wenn Axialsymmetrie vorliegt, wird
n = oo gesetzt.

‘ Symbol H Bedeutung ‘

Cn Symmetriegruppen mit einer n—zahligen Rotations—
achse
Cou Gruppen mit einer n—zéahligen Rotationsachse und

n Spiegelebenen, die diese Achse enthalten

Cun Gruppen mit einer n—zéahligen Rotationsachse und
einer Spiegelebene senkrecht zu dieser Achse

D, Symmetriegruppen mit einer n—zahligen Achse und
zweizahligen Achsen senkrecht zur Rotationsachse

Don Alle Elemente von D,, und eine Spiegelebene

senkrecht zur n—zé&hligen Achse
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