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Data Assimila6on 

•  Retrieving the state of a geophysical fluids 
requires to use all the available informa:on: 
– Mathema:cal informa:on : model 
–  Physical Informa:on : data  
–  Sta:s:cal informa:on 
– A‐priori informa:on 
–  Images. 
One source of informa:on is not sufficient to carry out a 
non trivial predic:on (e.g. persistency). Therefore the 
Problem of Data Assimila:on can be stated : how to 
gather these sources of informa:on for retrieving « at 
best » the state of the system? 
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ERRORS 

•  All sources of informa:on have errors and 
oNen (at least in meterorology and 
oceanography where there are opera:onal 
predic:on) some par:al informa:on is known 
on the sta:s:cs of these errors. 

•  Ques:on : how the errors propagate toward 
the retrieved state, then to the predic:on? 
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Op6mal Control (varia6onal) 
approach 
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Adjoint Model and Gradients: 
Euler‐Lagrange equa6ons 
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OPTIMALITY SYSTEM 

•  The OPTIMALITY SYSTEM = Model+Adjoint model 
contains all the available informa6on 

•  Because of this property it has been be considered as a 
GENERALIZED MODEL. 

•  Data Assimila:on is NOT just an algorithmic problem. 
Studying proper:es of O.S. is of great importance for 
understanding the proper:es of the fluids and 
propaga:on of informa:on and uncertain:es. 

•  As an example, sensi:vity studies (e.g. with respect to 
observa:ons) must be carried out on the O.S. not on 
the only model. 
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APPLICATION 1 

•  Ques6on 1:For a  given   set of observa:ons, 
will the « best » model give the best 
predic:on? 

•  Ques6on 2 : with some qualita:ve 
informa:on on the  model error can we 
improve the predic:on? 

•  Published in Tellus 2009 ( Furbish, Hussaini, Le Dimet, 
Ngnepieba) 
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Error Control (see also Arthur Vidard’s Ph.D.) 

•  Introducing an error in the model 

•  In the cost func:on 

•  Adjoint  



Gradient 



Discre6za6on of the error 

•  Discre:za:on in :me and space  of the error: 



Choices of the spaces 

•  Discre:za:on Error 

•  With a first order scheme the discre:za:on will depend on 
second order, e.g. the error could be represented in a basis of 
eigenvectors of the Laplacian. Without informa:on, the 
eigenvectors of the covariances matrix can be considered: 



VDA with Burger’s equa6on 



Burger’s (2) 

•  F is choosen in such a way that the exact 
solu:on is known. 

•  Background term=exact solu:on+gaussian 
perturba:on. 

•  Observa:ons generated by the exact solu:on 
on a given regular grid. 

•  H is an interpola:on operator. 
•  Consequently there are only two sources of 
error : discre:za:on and interpola:on. 



Discre6za6on Error 



Exact and discre6zed solu6ons 



Convergence of D.A. 



Evolu6on of various terms according to the 
discre6za6on:convec6on,diffusion, linear term and 

forcing term 



Influence of model resolu6on on D.A. 



Influence of Observa6on Resolu6on on D.A.(1) 



Influence of Observa6on Operator on D.A.(1)  



Influence of Observa6on Operator on D.A.(2)  



Influence of Observa6on Operator on D.A.(3)  





Control of Errors (1) 



Control of Errors (2) 



RESULTS (1) 

•  With coarse resolu:on discre:za:on errors are 
dominant. The importance of background is small 

•  For an increased resolu:on, the op:mal solu:on 
is a balance between background and 
observa:on. There exist an op:mal resolu:on of 
the model. 

•  When the resolu:on is increased further beyong 
that of the observa:on the background error is 
dominant. 



RESULTS (2) 

•  Predic:on can be improved by the control of errors. 
Without a priori knowledge on the source of errors, 
the eigenvectors of the covariance matrix are 
appropriate. 

•  Increasing resolu:on does not necessarily translate 
into improved assimila:on. If the model solu:on is not 
sufficiently resolved high density of 
observa:ondegrades the data assimila:on and 
predic:on. 

•  Extension of the study to error on observa:ons must 
be carried outon the Op:mality System ( cf. V. 
Shutyaev, I. Gejadze and FXLD)  



APPLICATION 2 

•  Evalua:on of the covariance of  the ini:al 
condi:on (output) , the covariances of the 
inputs being known. 

•  .I. Gejadze, F.‐X. Le Dimet, V. Shutyaev published in SIAM J. on 
ScienRfic CompuRng (2009) and J. of. Comp. Phys. (2010) 
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A remark on ensemble methods 
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Compu6ng Covariances : Problem statement 

DefiniRon of the Hessian of the auxiliary control problem  

ObjecRve funcRon (for the iniRal value control) 

Model of evoluRon process  Posterior covariance 

‘true’ state 

Main result: 

Ques:on: how far it works ? 
30 



Numerical solu6on 

•  The auxiliary problem is a linear optimal control  problem. 
•  It can be solved by a BFGS algorithm. 
•  A subproduct of the BFGS algorithm is the Hessian of the 

optimization problem. 
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Fully nonlinear ensemble method 
1. Consider func:on         as the exact solu:on to the problem 

3. End ensemble loop. 
4. Compute the sta:s:cs 

2. Start ensemble loop 
2.1 Generate using Monte‐Carlo 
2.2 Compute 
2.3 Solve the original nonlinear DA problem with perturbed data and find  
2.4 Compute  

The fully nonlinear ensemble method is used to compute benchmark es:mates of the 
posterior  covariance  matrix,  to  be  compared  with  the  inverse  Hessian  (see  figures 
below).  The  sample  size  can  be  reduced  with  the  sampling  error  compensa:on 
procedure (presented  in a forthcoming slide). 
Otherwise, this method is very expensive and can not be used in its original form for 
large‐scale applica:ons.  
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Model (non‐linear convec:on‐diffusion): 

Example 1: Ini6aliza6on problem 

Nonlinear diffusion coefficient  Field evolu:on 

and ensemble variance  and ensemble covariance 
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About the Tangent Linear Hypothesis 
It  is  said  that  the  inverse  Hessian  of  the  objec:ve  func:on  is  a  good  approxima:on  of  the 
posterior  covariance  if  the  ‘tangent  linear hypothesis’  (TLH)  is  valid,  i.e.  the  error  dynamics  is 
adequately represented by the tangent linear model. 
However, this condi:on is overly res:c:ve and, in many cases, the main result should be valid far 
beyond the validity of the TLH.  
The explana:on  is  that  the TLH  is a  local condi:on, while the Hessian defini:on  includes both 
forward  and  backward  :me  integra:ons.  Therefore,  what  maners  is  the  reminder  of  the 
lineariza:on  error  aNer  integra:ons  on  a  set  of  all  possible  implementa:ons  of  random 
background and observa:on errors.   
Below we show a degree of viola:on of the TLH relevant to the case presented in the previous 
slide. Despite that viola:on, a very good match between the inverse Hessian and the ensemble 
covariance can be observed. 

Solid line:  Dashed line:  ‐ op:mal solu:on 
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Example 2: Boundary control problem 

Nonlinear diffusion coefficient Model (non‐linear convec:on‐diffusion):  ‘True’ boundary condi:on 

Field evolu:on 

Field of the diffusion coefficient 
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and ensemble variance 
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Example 2: Boundary control problem:  and ensemble covariance 

Inflow  
boundary 

Ouolow 
boundary 
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Example 3: Distributed coefficient es6ma6on problem 

Model (linear convec:on‐diffusion): 

Field evolu:on 

Parameter es:ma:on problem is  
nonlinear even for linear dynamics ! 

and ensemble variance 

and ensemble covariance 
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If the inverse Hessian doesn’t approximate covariance ? 

!
!

In general case one may not expect the inverse Hessian to be a sa:sfactory approxima:on 
to the posterior covariance (see below).   

Model: 1D Burgers with strongly 
nonlinear dissipa:on term 

Field evolu:on: case A and case B 

and ensemble variance for ini:aliza:on problem  
Case A: sensors at  Case B: sensors at 

In Figures: inverse Hessian – solid  line, ensemble es:mate – doned line  38 



Compensa6on of the sampling error 
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If the problem is linearized around a ‘true’ state, the following error 
equa:on is valid: 

Then, for any integer L (l is the sample element index), the sampling error is:  

Assuming the same  es:ma:on of the sampling error is valid in the 
nonlinear case, one can compute the following approxima:on of the 
posterior covariance: 

This simple approach allows us to reduce significantly the sample size.   

where           is  the op:mal solu:on,          is the result of the first Gauss‐Newton itera:on.          

Posterior covariance by fully nonlinear ensemble 
method without and with compensa:on for L=50 

Posterior variance 
Posterior variance, central part of the domain magnified 
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‘Effec6ve’ inverse Hessian approach  
Instead of compu:ng         via          it is possible to compute es:ma:on of the posterior covariance as the 
average of inverse Hessians defined on op:mal solu:ons      :  

Moreover, instead of op:mal solu:ons it is possible to use  a sample of func:ons         , such that 

where                   . For example, we use                          . 

This approach allows us to avoid the main difficulty associated to the fully nonlinear ensemble method: 
compu:ng sample of op:mal solu:ons! 

Variance for ini:aliza:on problem  

In Figures: graph 1 ‐ inverse Hessian on exact solu:on,   graph 2 –   es:mate by the fully nonlinear ensemble method (L=1600), 
graph 3  (pale  line)  –    es:mate by  the  fully nonlinear ensemble method  (L=50) with  compensa:on,  graph 4  (dashed  line)  – 
‘effec:ve’  inverse Hessian method using  sample of op:mal  solu:ons    (L=50),  graph 5  (bold  line)  ‐ effec:ve’  inverse Hessian 
method using sample of randomly generated func:ons (L=50).  40 
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‘Effec6ve’ inverse Hessian approach  
Covariance for ini:aliza:on problem  

Fig. a ‐ es:mate by the fully nonlinear 
ensemble method ( L=1600) with 
compensa:on; 
Fig. b ‐ es:mate by the inverse Hessian 
on the ‘exact’ solu:on; 
Fig. c ‐  es:mate by the fully nonlinear 
ensemble method ( L=50) with 
compensa:on; 
Fig. d – ‘effec:ve’ inverse Hessian 
method using sample of randomly 
generated func:ons (L=50). 
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Conclusions 
•  In the linear case the posterior covariance is equal to the inverse Hessian. 

•  In  the  nonlinear  case  the  posterior  covariance  can  be  well  aproximated  by  the 
inverse Hessian if the tangent linear hypothesis is valid. 

•  the posterior covariance can s:ll be well aproximated by the inverse Hessian if the 
tangent linear hypothesis is not valid (to some extent). It depends on the structure 
of the lineariza:on error. 

•  If  the  nonlinear  DA  (es:ma:on)  problem  exhibits  a  ‘close-to-linear’  sta:s:cal 
behaviour,  then    the posterior covariance can be approximated by the  ‘effec6ve’ 
inverse Hessian.  

•  Computa:on  of  the  ‘effec6ve’  inverse  Hessian  might  be  feasible  for  large‐scale 
applica:ons,  in  the  case  when  the  target  areas  of  the  covariance  matrix  (for 
example its diagonal) are sought. 

•  The correc:on to the inverse Hessian which takes into account the nonlinearity can 
be evaluated by means of reduced‐order modeling. 

•  If  the  nonlinear  DA  (es:ma:on)  problem  does  not  exhibit  ‘close-to-linear’ 
sta:s:cal behaviour,  the posterior  covariance cannot characterize  the probability 
distribu:on func:on. 
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